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SPIS TRESCI

1. Pote@i i PIErWIASTKI.......c..viiiiiiiiiiee et e et e e e et e e e e naeee s 3
W tym: 1.1 Wykorzystanie wzorow; 1.2 Przeksztalcanie do tej samej podstawy potegi w celu wykorzystania wzoréw;
1.3 Wylaczanie czynnika spod znaku pierwiastka; 1.4 Usuwanie niewymiernosci.

2. Wyrazenia algebDraiCzZne..............coooiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e e 5

W tym: 2.1 Wykorzystanie wzoréw; 2.2 Zamiana sumy na iloczyn za pomoca wzoroéw skrdconego mnozenia;
2.3 Zamiana sumy na iloczyn za pomoca wylaczania czynnika przed nawias.

cPIOCEIIEY ..ottt et e e et e e s ettt e e e araeeas 7

W tym: 3.1 Wykorzystanie wzoru (procent skladany); 3.2 Typy zadan z procentami (proporcja), obliczanie procentu z
liczby; 3.3 Punkty procentowe; 3.4 Procenty z procentow.

4. ZDIOrY i Przedzialy ........ccooiiiiiiiii e 9
W tym: 4.1 Pojecie zbioru/przedziatu i sposoby ich przedstawiania; 4.2 ,,Precyzowanie” zbiorow/przedziatdw zapisanych
za pomocg formuly logicznej; 4.3 Dziatania na zbiorach/przedziatach.

5. WartoS€ DeZWZEIEANA................cooviiiiiiieiie ettt e e e e sre e e 12

W tym: 5.1 Istota warto$ci bezwzglednej; 5.2 Zapis wyrazen za pomoca wartosci bezwzglednej; 5.3 Opuszczanie warto-

(98]

$ci bezwzglednej wyrazen (z pierwiastkami, ze zmienna ,,x”); 5.4 Rownania z warto$cig bezwzglgdna; 5.5 Nierownosci z
warto$cig bezwzgledna; 5.6 ,,Specyficzne” przypadki rownan i nierdwnosci (z zerem lub liczbg ujemna).

(T 0 A 1) 17/ 1) PSPPSR 16
W tym: 6.1 Przyblizenie z nadmiarem i niedomiarem; 6.2 Blad bezwzgledny i wzgledny przyblizenia.
R 1111 T OO OO PRRTRR 16

W tym: 7.1Wektor w uktadzie wspotrzednych; 7.2 Przyjete oznaczenia oraz sposoby prezentacji funkcji; 7.3 Okreslanie
dziedziny na podstawie wzoru; 7.4 Obliczanie miejsca zerowego ze wzoru funkcji; 7.5 Odczytywanie wlasnosci funkcji z
wykresu; 7.6 Symetria punktu w uktadzie wspotrzednych; 7.7 Transformacje wykresu funkcji; 7.8 Rysowanie funkcji w
postaci f(x —a) +b.

8. Geometria analityczna (funkcja liniowa, rOwnanie okregu)...............c.cccccoevvvernnnnnne. 22
W tym: 8.1 Postaci funkcji liniowej; 8.2 Wykres i whasnosci funkcji liniowej; 8.3 Réwnania prostej;

8.4 Wzajemne potozenie prostych (warunek rownoleglosci i prostopadtosci); 8.5 Punkt wspolny dwoch prostych;
8.6 Okreslanie wzoru prostej; 8.7 Zadania z parametrem; 8.8 Wzory: dlugo$¢ odcinka, $rodek odcinka, odlegto$¢ punktu
od prostej; 8.9 Réwnanie okrggu.

9. Funkeja KWadratowa ..............ccooiiiiiiiiiiiiecec ettt e 29
W tym: 9.1 Posta¢ ogdlna (wyrdznik, miejsca zerowe, wierzchotek paraboli); 9.2 Postaci funkcji kwadratowej;
9.3 Wykres funkcji kwadratowej (parabola); 9.4 Wtasnosci funkcji kwadratowej (D, ZW, min/ max, monotonicznosc);
9.5 Réwnania kwadratowe.; 9.6 Nierdwnos$ci kwadratowe.

1O, WHEIOIMMANLY ......oooviiiiiiiiiiiiie ettt ettt e st e e st e e sabe e e sabeeenaseeennee 35
W tym: 10.1 Dziatania na wielomianach (stopien wielomianu); 10.2 Zadania z parametrem; 10.3 Rozklad wielomianu na
czynniki; 10.4 Rownania wielomianowe; 10.5 Pierwiastek wielomianu.

11. Funkcja WyKIdNICZa .............c.oooiiiiiiii et e 38
W tym: 11.1 Wyrazenia wykladnicze; 11.2 Réwnania wyktadnicze; 11.3 Wykres funkcji wyktadniczej; 11.4 Wiasnosci
funkcji wyktadniczej.

LR L1721 1 1 11 PSPPSR 40
W tym: 12.1 Istota logarytmu; 12.2 Réwnania logarytmiczne; 12.3 Sposob na trudniejsze logarytmy; 12.4 Wzory i ich
wykorzystanie.

13. WYTrazenia WYIMHETTIC .........ccc.ooeiiiiiiiiiieiiieeniieeeieeesitte et e ettt e st e e sbteesbeeesabeeesabeessaseesnnee 42

W tym: 13.1 Dziedzina wyrazenia; 13.2 Upraszczanie wyrazenia; 13.3 Dziatania na wyrazeniach wymiernych;
13.4 Réwnania wymierne.

14. FunKcja WYIEEITIA. .......cccooiiiiiiiiiiiiiieeiee ettt ettt sttt e e st e e s e e sabeeesanee e 46
W tym: 14.1 Wykres; 14.2 Wtasnosci.
15, A v vvvvoeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e e e e e e e e s e e e e e e es e eee e 48

W tym: 15.1 Podstawowe informacje (pojecie ciagu, wzor, wykres); 15.2 Monotonicznos¢ ciagu; 15.3 Podstawowe pyta-
nia (ktéry wyraz ciagu ma dang warto$¢?...); 15.4 Ciag arytmetyczny (wzor ogdlny, monotoniczno$¢, sprawdzanie czy
dany ciag jest arytmetyczny lub dla jakiej warto$ci parametru jest arytmetyczny, okreslanie wzoru ciagu, srednia arytme-
tyczna, suma wyrazow ciggu); 15.5 Ciag geometryczny (wzor ogdlny, sprawdzanie czy dany ciag jest geometryczny lub
dla jakiej wartosci parametru jest geometryczny, okreslanie wzoru ciggu, Srednia geometryczna, suma wyrazow ciagu).
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16. Funkcje trySonOmEetIYCZIe. ............ooeiieiiiiieeiiiiieeeeiieeeeeiieeeeeiteeeeeseaeeeessnaaeeessssaeeeennnne 54
W tym: 16.1 Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym; 16.2 Wartosci funkcji trygonometrycznych;
16.3 Wzory (zwiazki migedzy funkcjami tego samego kata); 16.4 Tozsamosci trygonometryczne.

17. Planimetria (figury plaskie)............cccooiiiiiiiiiiiiiee e 57
W tym: 17.1 Wzory dla figur ptaskich (obwody, pola i inne); 17.2 Najwazniejsze twierdzenia (Pitagorasa, Talesa);
17.3 Podobienstwo figur ptaskich; 17.4 Cechy przystawania i podobienstwa trojkatow; 17.5 Wzajemne potozenie: dwoch
okregdw, prostej i okregu; 17.6 Katy; 17.7 Wielokaty; 17.8 Okrag wpisany i opisany na figurach.

18. Stereometria (Dryly) .......ccoooiii e e e 62

W tym: 18.1 Podzial i nazewnictwo bryl; 18.2 Katy i odcinki w brytach; 18.3 Pole powierzchni catkowitej i objetosé
bryt; 18.4 Podobienstwo bryt.

19. Rachunek prawdopodobienstWa...............ccccoieiiiiiiiiiiiiieecieeee e 65
W tym: 19.1 Podstawowe pojecia i oznaczenia; 19.2 Prawdopodobienstwo klasyczne; 19.3 Proste przypadki (rzut mone-
ta/kostka); 19.4 Elementy kombinatoryki (zasada mnozenia, permutacje, wariacje bez powtdrzen, wariacje z powtorze-
niami); 19.5 Drzewa zdarzen; 19.6 Wlasnosci prawdopodobienstwa.

20. SEATYSEYKA .....ooiniiiiiiie e ettt e e b e et eenaneeea 69

W tym: 20.1 Dane statystyczne i sposoby ich prezentacji; 20.2 Parametry danych statystycznych (§rednia arytmetyczna,
srednia wazona, mediana, wariancja i odchylenie standardowe, moda, rozstep).
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1. POTEGI I PIERWIASTKI

WZORY z tablic matematycznych (dostepnych podczas matury):
Ja? =fa

-dlaa#0: a_“:L =a

6l da
: —=a

S

co
woy—a (2] -2

0 —1 (ar)S s

-dlaa>0: a™ =%a"

-dlaa>0: a " =

o
o

I
o

1.1.Wykorzystanie wzoréw. Na przykladach:

il V32 =3
L1 3
B2 == Ba2=va  Bli2g* =1 B (22) =2 =2°

3

3 A2 A 7
(-0 M Ry, B

V& @23y =273 3

? : 837 +3° =32
8) &
-2

4) 4

Wszystkie wzory dzialaja w ,,obie strony”.

Przyktadowo: dla wzoru:

3
823 =24 www.matematykam.pl

Ponadto powinni§my pamigta¢ wzor:

(%)n =a Przyktad: (\/§ )2 =3

1.2 Przeksztatcanie do tej samej podstawy potegi w celu wykorzystania wzoréw.
Mamy trzy podstawowe metody postepowania:
. . . . r S — r's
< Zmniejszanie podstawy przy wykorzystaniu wzoru: \@ ) =a |

Szukamy najmniejszego wspél- P . .
X . Zapisujemy podstawy Wykorzystujemy wzor:
nego dzielnika podstaw potegq.

oteg za pomoca wspol- .
Tutaj dla kilku z nich bedzie to o <9 22 P A wsp (a")s = a"s

liczba 2. nego dzielnika /
2 47-16°-3 _ 22.(22)-(2*) 3 _20.27.20 .3

83 _322\—/((23)3.25)2 29 .10

bo 2° = 32

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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1

R/

% Zamiana pierwiastka na potgge zgodnie ze wzorem: an =¥a™ . Przyktad: %/5 =23
. . . - 1 L .
¢ Obracanie podstawy potegi zgodnie ze wzorem a ™" = —, czyli zmieniajac znak potggi.
a
1 2 Obracamy utamek i zmieniamy znak potegi
P kl . —_— = 3_2 (2 na -2).
rzyktad: 3

Przyktad przedstawiajacy wykorzystanie wszystkich trzech metod:

1 . ! 1\
w(j (0,5)2 2" 2%4*() o 1 -
4 (5) B 2 _22_(22)3.22.213

16-4° 24 .(22)2 2%.2°

l—6+2+13 l-¢-9
2 2

1
22.276.22.28
2° T 2 2%

1.3 Wylaczanie czynnika spod znaku pierwiastka.

Aby to zrobi¢, nalezy najpierw zamieni¢ liczb¢ znajdujaca si¢ pod pierwiastkiem na iloczyn dwoch
liczb, tak aby jedng z liczb mozna byto spierwiastkowac. Nastepnie wykonujemy pierwiastkowanie tej
liczby.

Najwieksza trudnos$¢ w wyciaganiu liczby spod znaku pierwiastka sprawia ustalenie liczb, kto-
rych iloczyn nalezy zapisaé, tak aby jedna z nich dala si¢ spierwiastkowac.

Aby sobie to utatwi¢, mozna zastosowac metode, ktorg przedstawimy na przyktadzie.

Przyktad:

V320

Dzielimy liczbe znajdujaca sie pod pierwiastkiem przez kolejne liczby naturalne,
zaczynajac od liczby 2 ( 2,3,4,5 . . .) tak dlugo, az uzyskamy liczbe, ktora mozna spierwiastkowac.
Dla przyktadu:

320:2=160 — nie da si¢ spierwiastkowaé

320:3=106,6... - nie da si¢ spierwiastkowac www.matematykam.pl
320:4=80 — nie da si¢ spierwiastkowaé

320:5=64 — da sie spierwiastkowaé (/64 =8),

dlatego zapisujemy liczbe 320 jako iloczyn liczb 64 i 5:

V320 =+/64-5 =85

1.4 Usuwanie niewymiernosci.
Mozemy wyro6zni¢ dwa stopnie trudnosci:

% Gdy w mianowniku mamy tylko pierwiastek lub pierwiastek przemnozony przez jakas liczbe. W
takim przypadku usuwamy niewymiernos¢, mnozac licznik i mianownik przez pierwiastek z
mianownika. UWAGA! Gdy mnozymy przez siebie dwa pierwiastki kwadratowe, otrzymujemy
warto$¢ pod pierwiastkiem; np.:

V343=3
Przyktady:
10 1045 _10¥5 ) 2 2443 (2+43)42 2V2446  2V2446
NN W2 322 32 6

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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% Gdy w mianowniku mamy sumg lub réznice . W taki przypadku usuwamy niewymierno$§¢ mnozac
licznik i mianownik przez cate wyrazenie z mianownika, ale ze zmienionym znakiem. Nastgpnie w
mianowniku wykonujemy mnozenie zgodnie z trzecim wzorem skroconego mnozenia.

Przyktad:

e wyrasene smianown 3 3-2=42) 6-3/2 6-3\2
T 242 e2f-v2) 42 2

Wykorzystujemy wzér skré6conego mnozenia:
(a + b)(a - b) = a? - b - nastepny podrozdziat

2. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

WZORY z tablic matematycznych
(w dziale: WZORY SKROCONEGO MNOZENIA):

1 (a+b)* =a>+2ab+b? Bl(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ + b’
2(a—b)’ =a® —2ab+b* (a—b)’ = a’ —3a’b+3ab*> - b’

5 a’-b>=(a—b)a+b)
g a® - b’ =(a—b)(a2+ab+b2)
7 a’+b’ =(a+b)(a2—ab+b2)

2.1 Wykorzystanie wzoréw
% Pierwsze cztery wzory El »dziataja” w ten sam sposob. Przedstawimy to na przyktadzie
wymagajacym skorzystania z drugiego wzoru: 1322 —3b° )2.

We zworze mamy: a2 Naszym “a” We zworze mamy: b2 Naszym “b” w przy-
w przyktadzie jest wyrazenie : "az?”, kladzie jest wyrazenie : 73b3", tak
tak wiec: (az?)?=a?z* wiec: (3b3)2=9b°
a b www.matematykam.pl

(D I ) 2\? 2 3 3\2 2 4 32 6
(a2 ~3b’) =(az’) —2-az’-3b’+(3b’) =a’z' —6ab’z’ +9b
We zworze mamy: 2ab. Naszym “a” w przykladzie jest wyrazenie : ” az?". Na-

szym “b” w przykiadzie jest wyrazenie : ” 3b3”, tak wiec:
2 - az? - 3b® = 6ab3®z?

*  Trzy ostatnie wzory |§| wymagajg nieco innego podejscia. Ich wykorzystanie w takim kierun-
ku jak zostal podany (pamigtajmy, ze wszystkie wzory skroconego mnozenia mozemy wykorzystac
stania tych trzech wzoréw przedstawimy na przykladzie, wymagajacym skorzystania z siodmego
wzoru: 8a°b° +27a’. UWAGA: wybor wzoru jest zdeterminowany przez znak oraz przez potegi symboli
(dla piatego wzoru muszg by¢ podzielne przez 2, a dla szostego oraz siddmego musza by¢ podzielne przez 3).

Pierwsze wyrazenie to a podniesione do Drugie wyrazenie to b podniesione do potegi
potegi trzeciej. Jezeli a® = 8a3bF, to trzeciej. Jezeli b3 = 27a°, to
a = 2ab? [poniewaz (2ab?)® = 8a®b°®]. b = 3aZ [poniewaz (3a%)% = 27a°].

a b
8a’b® +27a’ = (2ab’ + 3a’)(4a’b* — 6a’b* +9a°)

a2 ab b2
(2ab?)? 2ab?-3a3 (3a%)?
=4a’b* = 6a‘b? =9a°

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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2.2 Zamiana sumy na iloczyn za pomoca wzoréw skréconego mnozenia

W tym celu mozliwe jest wykorzystanie wszystkich siedmiu wzoréw skroconego mnozenia.

Trzy ostatnie wzory El wykorzystujemy, tak jak przedstawiliSmy to w poprzednim podpunkcie.
Cztery pierwsze wzory El wykorzystujemy w ,,drugg strone” (gtéwnie chodzi o wzory 112, bo
z dwoma pozostalymi w ujeciu zamiany sumy na iloczyn si¢ raczej nie spotkamy). Wykorzystanie
czterech pierwszych wzoréw w ,,druga strong” przedstawimy na przyktadzie: 9a> — 12az* +4z".

Ustalamy, z ktérego wzoru mozemy skorzysta¢. Suma sktada sie z trzech wyrazen, co ogranicza nasz
wybér do pierwszego i drugiego wzoru. Ponadto znaki miedzy wyrazeniami wskazuja jednoznacznie na
wzér drugi: (a — b)? = a? = 2ab +b? - we wzorze mamy trzy wyrazenia i takie same znaki jak w
podanej sumie (9a% - 12az? + 4z%).

9a —12az’ + 4z* = (3a — 22°)’

Ustalamy ,,a"” i ,,b":

Poniewaz w podanym przykiadzie 9a2 to
»a2”, a wyrazenie 4z* to ,,b?”, to

-,a" = 3a,

- .b" = 222,

Sprawdzamy, czy srodkowe wyrazenie jest zgodne ze wzorem.

Powinno wynosié - 2ab, czyli: 2 - 3a » 2z? =12az?, co oznacza, ze otrzymaliémy poprawny zapis. Gdyby
érodkowe wyrazenie sie nie zgadzalo, oznaczatoby to, Zze nie mozemy zamieni¢ podanej sumy na iloczyn za
pomoca wzoru skréconego mnozenia.

www.matematykam.pl

2.3 Zamiana sumy na iloczyn za pomoca wyltaczania czynnika przed nawias
Przedstawimy na przyktadzie: 16a’b’ — 2ab” + 6a’b” — 4a’b’c.

Zaczynamy od ustalenia wyrazenia, jakie bedzie znajdowalo si¢ przed nawiasem.

Osobno ustalamy jaka bedzie warto$¢ liczbowa, a osobno poszczegélne symbole liter i ich potegi.

Wartos¢ liczbowa: szukamy najwiekszego wspdlnego dzielnika - tutaj - 2. Aby wystawi¢ dany symbol przed
nawias, musi sie powtérzy¢é w kazdym wyrazeniu. Gdy ten warunek jest spetniony, wybieramy jego najnizsza
potege - tutaj:

- symbol ,,a” powtarza sie w kazdym wyrazeniu, a jego najmniejsza potega wynosi a,

- symbol ,,b” powtarza sie w kazdym wyrazeniu, a jego najmniejsza potega wynosi b?,

- symbol ,,c” nie powtarza sie w kazdym wyrazeniu, wiec nie mozemy wystawi¢ go przed nawias.

Ostatecznie wyrazenie, ktére wystawimy przed nawias ma postaé: 2ab?

Nastepnie ustalamy wyrazenia w nawiasie. Wyrazenia w nawiasie bedg miaty takie same znaki jak
pierwotne wyrazenia. Ich wartosci liczbowe i symbole muszg mie¢ taka wartos¢, aby cate wyrazenie
po przemnozeniu przez wyrazenie wystawione przed nawias dalo nam z powrotem warto$¢ pierwotna.

8ab bo 1 bo
2ab’ - 8ab = 16a’b® 2ab’-1 = 2ab’

16a°b’ -2ab* + 6a’b* -4a’b’c = 2ab2(83b -1 +3a ) 2a2bc)
- >

- \

3a bo

2 2a’bc bo
2ab? - 3a = 6a%b?

2ab? - 2a’bc = 4a°b3c

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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3. PROCENTY

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):
Procent sktadany:

Kn=K-(1+lj
100

3.1 Wykorzystanie wzoru (procent sktadan
Objasnienie poszczegdlnych wielkosci we wzorze:

K, — kapital koncowy | p — oprocentowanie. Do wzoru podstawiamy opro-
: centowanie, jakie uzyskamy po uwzglednieniu liczby
I kapitalizacji w roku (kapitalizacja jest doliczaniem

: odsetek do kapitatu). W tym celu dzielimy dane w

| zadaniu oprocentowanie przez liczbe kapitalizacji:
|

|

|

|

|

[

K — kapital poczatkowy

n — liczba wszystkich kapitalizacji. Liczbe wszyst-
kich kapitalizacji otrzymamy mnozac liczbe lat przez
liczbe kapitalizacji w roku:

n = liczba lat - liczba kapitalizacji w roku

dane oprocentowanie

liczba kapitalizacji w roku

Przyktad:
200 000 zt zostato ztozone na lokacie na trzy lata. Oprocentowanie lokaty wynosito 5%, a odsetki byty

kapitalizowane co sze$¢ miesi¢cy. Oblicz warto$¢ kapitatu na lokacie po trzech latach. Jaka wartos¢
odsetek zostata zgromadzona w tym czasie?
dane:

K =200 000 zt

liczba lat: 3

rozwigzanie:
Podstawiamy dane (K, p, n) do wzoru i obliczamy kapitat koncowy (K).
K = K(l +—P j = 2oooooz{1 § 2% jé
100% 100%
K. =200000zk(1 +0,025)° = 200000zk(1,025)°
K. =200000zt-1,16 = 232000zt

Odsetki obliczymy, odejmujac od kapitatu koncowego kapitat poczatkowy;,

K, — K =232000zt — 200000zt = 32000z1

liczba kapitalizacji w roku: 2

|
|
|
|
|
|
|
_ dane oprocentowanie :
|
|
|
|
|
|
|
|

~ liczba kapitalizacji w roku
p=5%+2=2,5%

N = liczba lat - liczba kapitalizacji w roku

n=3-2=6

Odpowiedz: Kapitat po trzech latach wynosi 232 000zt. Zgromadzono 32 000zt odsetek.

3.2 Typy zadan z procentami (proporcja). obliczanie procentu z liczby

s Typy zadan (proporcja)
Wtlasciwy zapis proporcji w zadaniach z procentami opiera si¢, ogoélnie rzecz ujmujac, na prawidto-
wym okresleniu, ktorej wielkosci bedzie odpowiadac 100%.
Zawsze bedzie to wielko$¢ stanowigea ,,punkt odniesienia”. www.matematykam.pl

Dla utatwienia, zadania z procentami podzieliliSmy na trzy podstawowe typy:
II — warto$¢ poczatkowa / III — warto$¢ podstawowa /

warto$¢ koncowa warto$¢ porownywana

| I |

| | i |
| |

' ! | i

th warto§¢ —— 1009 arto§¢ —— 100% |

I calo§¢ — 100% : 0sC 00% : warto$¢ 00% |

| | poczatkowa | podstawowa |

I czed¢ —— a% | | |

l Cafos'ci ’ I wartos¢ —  a% | wartos¢ ———  a% l

| : koncowa : porownywana |

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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| |
Przyktad: W koszu znajduje si¢ | Przyktad: Pewien produkt w | Uwaga: Warto$¢ podstawowa to ta,

200 owocow, z Czego 40 owo- : Sklepie zostat pI'ZCCGl’liOIly 1) 20%: do ktorej porownujemy.

cow to gruszki. Jaki procent : i obecnie jego cena wynosi 200 IPr kfad: Koszt pewnego pro-
wszyit}qch OWOCOW SWNOWIa | 4 11¢ kosztowat ten produkt | duktu w sklepie A wynosi 2000
gruszki. |

W tym zadaniu cato$é¢ stanowia | przed przeceng? IZl’ a w sklepie B 2500. O ile
wszystkie owoce, a czesciq tej cato- : Wartoscia poczatkowa bedzie cena :procent droiszyjest ten produkt
$ci, ktéra nas interesuje, sq gruszki. I produktu przed przecena (a wiec l'w sklepie B. niz w sklepie A?
Zapisujemy wiec proporcje: wszyst- | przed zmiana), ktéra jest niewiado- | ’ o :
kim owocom (200) odpowiada 100%,] ma i musimy oznaczy¢ ja jako x. | W tym zadaniu wartoscia podsta-

a gruszkom (40) odpowiada nieznanal Wartoscia koficowa jest obecna | wowa (wartoscia do ktorej poréwnu-
| jemy) jest cena w sklepie A, a

wartos¢ procentowa, ktorg mamy cena (200z}). Tak wiec cena przed Je " :
obliczyé, wiec oznaczamy ja przecena (x), bedzie odpowiadaé wartoscia porownywang jest cena
jako x%. | 100%. Zanim zapiszemy druga linijke| W sklepie B. Dlatego wartosci ceny
| proporcji, nalezy ustalié, jaki procent | W Sklepie A (2000zt) bedzie odpo-
200 100% | przyréwnamy do ceny po przecenie. | wiada€ 100%, a wartosci ceny w
o | Jezeli cena spadta 0 20% , to cena Isklfep!e B (2500zt) b,Q’dZIe odpowia-
40 - x% ktéra mamy obecnie, stanowi 80% dac¢ nieznana wartosc¢ procentowa,
40 -100 % | ceny poczatkowej. Tak wiec obec- | ktora oznaczymy jako x%.
X% = —0 = 20% | nej cenie (200zt) odpowiada 80%. | 2000 100%
] ()
200 | UWAGA: W zadaniach tego typu, | 2500 Y
.o, K . | zazwyczaj musimy podany procent | X70
Odp0w1edz. Gruszki StanOWIQ I dodawac (gdy cos rosnie) lub odej- : 2500 -100% N
20% wszystkich owocow. | mowa¢ (gdy co$ maleje) od 100%. X% = =125%
X 100% | 2000
| UWAGA: Tu nalezy zinterpretowac
0
200 —— 80% | wynik. Skoro warto$¢ ceny w sklepie
I B stanowi 125% wartoéci ceny w
)
X = 200 -100 % =250zt : sklepie A - 100%, to gdy odpowia-
80% |damy na pytanie: o ile procent droz-

|

|

|

|

|

|

|

| | szy jest produkt w sklepie B od ceny
| Odpowiedz: Produkt kosztowatl |w skiepie A, nalezy jeszcze odjaé
|

|

|

|

|

|

|

|

| wartosci procentowe (125% -
ze$niej 250zt P
wezesniej 250 | 100%= 25%).

| Odpowiedz: Cena w sklepie B
:jest 0 25% wyzsza od ceny w
: sklepie A.

% Obliczanie procentu 7 liczby
Aby obliczy¢ procent z liczby, nalezy procent zamieni¢ na utamek, a nastepnie pomnozy¢ go przez t¢
liczbe. Jest to podejscie uproszczone, ktorego mozemy uzywaé zamiast proporcji w prostych przypadkach.
Przyktad:
W wagonie znajduje si¢ 450 paczek. 10% z nich zostato uszkodzonych podczas transportu. Ile jest
uszkodzonych paczek?

10% 1 Zamieniamy procenty na utamek, dzielac
0% =——=— przez 100%.
100% 10
1 Mnosvmy utamek prees licsh www.matematykam.pl
Zz u rzez licz .
— 450 =45 o . ¢
10

Odpowiedz: W wagonie znajduje si¢ 45 uszkodzonych paczek.

3.3 Punkty procentowe

Punkty procentowe to r6znica dwoch wartosci procentowych. Obliczamy ja odejmujac wicksza
warto$¢ procentowg od mniejsze;j

Przyktad:

W wyborach prezydenckich kandydat A otrzymat 35% glosow, a kandydat B 48% glosow. O ile punk-
tow procentowych glosé6w wiecej otrzymat kandydat B?

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Aby obliczyé réznice punktéw procentowych, odejmujemy
wiekszg wartos¢ procentowa od mniejszej.

48% - 35% =13%
Odpowiedz: Kandydat B otrzymat 13 punktéw procentowych wigcej gtosow.

3.4 Procenty z procentéw

Obliczanie procentu z wartosci procentowych, moze wydawac¢ si¢ skompilowane 1 niejasne. Mozemy
znacznie utatwi¢ sobie obliczanie tego typu zadan, jezeli wartoSci procentowe, z ktérych liczymy
procent lub wartosci procentowe, ktére poréwnujemy (o ile procent sie r6znia), bedziemy trak-
towa¢ nie jak procenty, ale jak wartosci liczbowe. Wszelkie zasady dziatan na procentach oraz
uktadanie proporcji (niezaleznie od typu zadan z procentami) pozostajg niezmienne. Zadania oblicza-
my w ten sam sposob jak zwykte zadania z procentami.

Nalezy na samym wstepie ustali¢, ktore warto$ci procentowe, bedziemy traktowac jak liczby.
Przyktad:

W wyborach na przewodniczacego klasy Kasia otrzymata 50% gltosow, a Tomek 40% glosow. O ile
procent glosow wigcej od Tomka otrzymata Kasia.

UWAGA! Gdy mamy pytanie : ,,0 ile procent” nie mylmy go z pytaniem o punkty procentowe. Tu nie
wystarczy odja¢ jednej wartosci procentowej od drugie;j.

Wartosci procentowe, traktujemy jak liczby i ukladamy proporcje.

Mamy do czynienia z trzecim typem zadan z procentami

(wartosc podstawowa - wartos¢ poréwnywana).

Wartoscia podstawowa w zadaniu jest 40%, a wartoscia porownywana 50%.

40% ——  100%
50% — x%
o/ . 0
< = 20%-100% _ o co,
40%

Tu nalezy jeszcze zinterpretowac wynik. Jezeli glosy

Tomka oznaczono jako 100%, a glosy Kasi w rezultacie

wynosza 125% w poréwnaniu do gtoséw Tomka, to 125% - 100% = 25%
znaczy, ze otrzymata o 25% gloséw wiecej.

Odpowiedz: Kasia otrzymata o 25% glosow wigcej od Tomka.
4. ZBIORY I PRZEDZIALY www.matematykam.pl

4.1 Pojecie zbioru/przedziatu i sposoby ich przedstawiania
s Zbior przedstawia grupe konkretnych liczb. Zapis zbioru sktada si¢ z jego nazwy (zbiory oznacza-
my duzymi literami) oraz jego elementoéw zapisanych w klamrze. Poszczegdlne elementy zbioru
oddzielamy przecinkami lub $rednikami.

Przvklad: A — { 1 13 24 25 } Do zbioru naleza cztery zapisane w klamrze liczby: 1, 13, 24, 25.
rTzykiad: s Ly >

- skonczone,
To zbiory, ktore majg skonczong liczbe elementow.
Przyktad takiego zbioru zostal przedstawiony po-

To zbiory majace nieskonczong liczbe elementow.
W przypadku takiego zbioru, w klamrze zapisujemy
kilka pierwszych elementéw zbioru i trzykropek

WYyZe].

$ci. Przyktadem takiego zbioru jest zbior liczb natu-
ralnych N, (catkowitych dodatnich):

N+ — { 1’ 2’ 3’ 4} Do zbioru nalezg wszystkie

|

|

|

|

|

|

| o0znaczajacy, ze zbior ciagnie si¢ do nieskonczono-
|

|

|

|

|

| liczby catkowite dodatnie.
1

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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% Przedzial ilustruje pewien zakres liczb. Przedziaty liczbowe mozemy przedstawié przy uzyciu
trzech podstawowych sposobow [przedstawimy je za pomocg przyktadu przedziatu zawierajacego

liczby od -5 (Yacznie z -5) do nieskonczonosci]:
- za pomoca znakow nierownosci;

Liczby maja by¢ wieksze lub ré6wne
S 2 < > Dla przykladu: X 2> —5 od liczby -5 - tacznie z -5, dlatego
mniejszy wiekszy mniejszy  wigkszy wybieramy znak 2, a nie znak >.
lub réwny lub réwny

- na osi liczbowej;

Gdy mamy podany przedzial zapisany za pomoca znaku nierdéwnosci, ustalamy kierunek przedziatu,
zgodnie ze zwrotem znaku nierownos$ci — w przyktadzie przedziat zawiera si¢ od minus -5 do nieskon-
czonosci. Mozemy réwniez zastosowac pewne uproszczenie. Znak nieréwnosci jest jak grot strzatki,
ktory wskazuje kierunek rysowania linii.

Ponadto, nalezy ustali¢ czy kropka przy liczbie wyznaczajacej jeden z koncow przedziatu, bedzie za-
kolorowana lub nie. Gdy liczba ,,graniczna” nalezy do przedziatu (znak > lub <), kropka bedzie zako-
lorowana; a gdy nie nalezy do przedziatu (znak > lub <), kropka bedzie pusta.

Dla przyldadu: Znak nieréwnosci skierowany w prawo. Znak nieréwnosci =, wiec kropka jest zakolo-
Liczby zawieraja sie w zakresie od -5 do rowana.
nieskonczonosci.
I I I O I I | IR Y N N [N N N R A
T T T T T T T T T T T T T | T T T T T >
- 00 (00
(minus nieskonczonosc¢) '5 0 (nieskonczonosc¢)

- w nawiasie (do tego zapisu dazymy).

Zapis przedziatu sktada si¢ z oznaczenia niewiadomej (x), znaku €, ktory odczytujemy: ,,nalezy do”
oraz przedziatu dwoch liczb lub liczby i nieskonczonosci/-nieskonczonosci. Alternatywnie przedziat
moze by¢ rowniez nazwany (oznaczony) duzg literg alfabetu. Gdy do zapisu przedziatu nie uzywamy
zmiennej ,,x”, ale duzej litery alfabetu (np: A), zamiast znaku € (nalezy do) uzywamy znaku rownosci
(tak jak w zbiorach). Ponadto nawias moze by¢:

- okrggly (), gdy na osi liczbowej kropka jest pusta (czyt. przedziat otwarty), co oznacza, ze dana
liczba nie nalezy do przedziatlu. UWAGA: Przy nieskonczono$ci nawias zawsze jest okragly.

- trojkgtny <> jezeli na osi kropka jest zakolorowana (czyt. przedzial domknigty), co oznacza, ze dana
liczba nalezy do przedziatu.

Lewy nawias tréjkatny (domkniety), bo kropka w przykiadzie jest zakolorowana
Dla przyktadu: X € <— 5, oo) (liczba -5 nalezy do przedziatu).
Prawy nawias okragly (otwarty), bo przy nieskonczonosci zawsze jest otwarty.

e _________Przedzialy dzielimyna:
- ograniczone, : - nieograniczone.
S to przedzialy, ktorego konce do dwie konkret-l  Sg to przedziaty, w ktorych jeden z koncéw to

nieskonczono$¢ lub minus nieskonczonos¢. Przy-

ne liczby. Przyktad: A = <— 2, 8>
ledC = <_ 39 OO)

4.2 .Precyzowanie” zbioréw/przedzialéw zapisanych za pomoca formuty logiczne]

W zadaniach zbiory i przedziaty sg czesto przedstawione w bardziej skomplikowany sposob, za po-
mocg formuty logicznej. Nalezy wtedy ,,uprosci¢” zapis danego zbioru/przedziatu, interpretujac poda-
ne warunki i okreslajac jego zawartosc. www.matematykam.pl

Przyldad 1. W klamrze mamy zapisane dwa warunki (rozdzielone dwukropkiem):
A= {X cC:3<x< 10} - X € C (liczby catkowite);

-3 = x < 10 (liczby z zakresu 3 - 10, facznie z 3, ale bez 10).

A :{ 3,4,5,6, 7,8, 9} LICZBY SPEXNIAJACE OBA WARUNKI: 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Poniewaz oba warunki spetnia kilka liczb, uzywamy zapisu zbioru.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Przyktad 2. W klamrze mamy zapisane dwa warunki (rozdzielone dwukropkiem):
AI{X ER' X <7} - X € R (liczby rzeczywiste);

- x < 7 (liczby mniejsze od 7 - bez 7)

LICZBY SPELNIAJACE OBA WARUNKI: liczby z zakresu od minus nieskon-
A = (_ 00 7) czonosci do 7 (wylaczajac liczbe 7).
’ Poniewaz oba warunki spetnia zakres liczb, uzywamy zapisu przedziatu.

4.3 Dziatania na zbiorach/przedziatach

Operatory: C - zawiera sie w U -suma M - czeSci wspolna \ - réznica

C - zawiera si¢ w - oznacza ze jeden zbior/przedzial zawiera si¢ w drugim.
Przyktad:
Dane sq zbiory: A =1{-2, 3, 5, 6} B={-12, -6, -2, 3, 4, 5, 6, 53}

Mozemy stwierdzi¢, ze zbidér A zawiera sie w zbiorze B, poniewaz wszystkie elementy ze zbioru A znajduja sie
réwniez w zbiorze B. Zapisujemy to przy pomocy przedstawionego symbolu:

AcB UWAGA: Gdy jeden zbior/przedziat nie zawiera si¢ w drugim, stosujemy symbol
przekreslonego znaku ,,zawiera si¢ w': Az B

Kolejne trzy znaki reprezentuja okreslone dzialania na zbiorach/przedzialach. W przypadku
przedziatow, dla utatwienia rysujemy oba na osi.

U -suma:

- zhioréw, to nowy zbidr zawierajacy jednocze- - przedzialow, to przedzial taczacy oba przedzia-
$nie elementy obu zbiorow. ty. Po narysowaniu przedziatdow na osi, kresku-

A= {_ 10. —5. -2 _1} jemy oba przedziaty.
B _ {_ 2 7_1 70 2’ 4} Przyklad: A = <_ 2, 8> B = (4, OO)

Zaznaczamy oba przedzialy na wspélnej osi.
Suma przedziatow A i B to oba przedziaty tacznie.
Kreskujemy wiec oba przedzialy.

T
P2 0 4 8 0

Odczytujemy
zakreskowany przedziat: A o B = <_ 23 OO)

Przyktad:

menty obu zbiorow.

AUB=1{-10, -5, -2, -1, 0, 2, 4}

|

|

|

|

|

|

|

|

|

, . ) . |
Suma zbioréw A i B jest zbiér, zawierajacy ele- I
|

|

|

|

|

|

|

|

|

. . n www.matematykam.pl
M - czesci wspolna

- ghiorow, to nowy zbidr zawierajacy elementy, - przedzialow , to przedzial bedacy wspolnym
fragmentem obu przedziatow.

Przyklad: A = <— 2, 8> B= (4, oo)

znajdujace si¢ jednoczes$nie w pierwszym i dru-
gim zbiorze.

A=1{-10, -5, =2, —1}
B={-2,-1,0, 2, 4}

Czescia wspolna zbioréow A i B jest zbior zawiera-

Zaznaczamy oba przedzialy na wspoélnej osi.

Przyktad:

Czes¢ wspolna przedziatéw A i B to ich wspélny frag-
ment. Kreskujemy wiec fragment od 4 do 8, bo nalezy
jednoczesnie do obu przedziatow.

jacy elementy, nalezace jednoczesénie A B

do zbioru Ai B (-2, -1). { /

ANnB=-2, -1 =5 "H_H“‘M“_H‘H—H
=2 -l 20 4 8 *

UWAGA: Zbiory niemajace czeSci wspolnej, )
Odczytujemy
nazywamy zbiorami rozlacznymi.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: zakreskowanv przedziat: A M B = (4, 8>

Autorka: Agnieszka Jedruszek

11



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

\ - réznica

- zhioréw, to zbior zawierajacy elementy pierw- - przedzialow , to przedzial zawierajacy ten
szego zbioru, ktoére nie znajdujg si¢ w drugim fragment pierwszego przedziatu, ktory nie nalezy

zbiorze. do drugiego przedziatu.
Przyklad: A={-10, -5, -2, -1 Przyklad: A =(-2, 8) B=(4, )

B={-2,-1,0, 2, 4}

Zaznaczamy oba przedzialy na wspoélnej osi.

Réznica przedziatéw A i B, to ten fragment prze-
dzialu A (od -2 do 4), ktory nie zawiera sie jedno-
czesnie w przedziale B.

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
Réznica zbioru A i B, to te elementy pierwszego zbio- |
ru, ktore naleza tylko do zbioru A (-10, -5). Liczby: -2 |
oraz -1 nalezy wykluczyé¢, bo naleza jednoczesénie do :
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

B

A [

-0 A 3 +—t .8 +———— %0
UWAGA - Majac do czynienia z réznicq przedziatéw w
punkcie, w ktorym zaczyna sie drugi przedziat - 4 (ktory
jest jednoczesénie jedna z granic rozwigzania), nawias
wybieramy przeciwnie, niz wskazuje na to kropka!

Odczytujemy
zakreskowany przedziat: A \ B = <— 2, 4>

zbioru B.

A\B={-10, -5}

Réznica zbioru B i A, to te elementy, ktore naleza
tylko do zbioru B (0, 2, 4). Liczby: -2 oraz -1 nalezy
wykluczyé, bo naleza jednoczesénie do zbioru A.

B\A ={0, 2, 4}

W zadaniach dotyczacych dziatan na zbiorach i przedziatach, mozemy trafi¢ na przypadki, w ktorych
rozwiazaniem jest zbidr pusty, zbidr liczb rzeczywistych lub ktérych rozwiazaniem nie jest jeden

rzedzial. @stkie przypadki, na jakie mozemy trafi¢, s3 omowione na naszej stronie: www.matematyka@

Przykiad: Suma przedzialow A = (— 00, 3>, B= (l, oo) jest zbiorem liczb rzeczywistych (R).

Zaznaczamy oba przedziaty na wspdlnej osi. Zakreskowany jest caly przedziat

. . liczb, od minus do plus nieskon-
Suma przedziatow A i B to oba prze-

B
A I czonosci. Mamy wiec do czynienia
daialy acanie. Kreskuiemy 7777 R0, we sbiorem licus rescayaisiven
co (00]

wiec oba przedzialy.
01 3

AUB=R

www.matematykam.pl

5. WARTOSC BEZWZGLEDNA

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: WARTOSC BEZWZGLEDNA):
x dlax>0
-x dlax <0

X =

3.1 Istota warto$ci bezwzglednej

Wickszo$¢ wzoréw dotyczacych wartosci bezwzglednej, zamieszczonych w tablicach matematycznych, nie jest
istotna dla uczniow zdajacych egzamin na poziomie podstawowym. Ten, ktéry uwzglednili$my i zamiesciliSmy
W ramce powyzej, jest w rzeczywistosci ,,opisem” istoty wartosci bezwzglednej i nie wykorzystujemy go w
sposob, jak to robimy z innymi wzorami.

Warto$¢ bezwzgledna:

- z liczb dodatnich, nie zmienia ich znaku,

- 7 liczb uyjemnych, zmienia ich znak na przeciwny.

Przyktady: [10/=10, |-7|=7

Autorka: Agnieszka Jedruszek

12



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

5.2 Zapis wyrazen za pomoca wartosci bezwzglednej

Wyrazenie mozemy zapisa¢ za pomoca warto$ci bezwzglednej, gdy ma postaé: v'a® , bo wtedy mo-

zemy wykorzysta¢ wzor: vV a P = |a| (przedstawiony zostal w pierwszym rozdziale: strona 3).

. V(2x-22)" =[2x - 27

Niektore wyrazenia nalezy jednak najpierw przeksztalci¢ do postaci: a’.

W przypadku liczb jest to stosunkowo proste. Przyktad: V9 =437 = |3|

W przypadku wyrazen algebraicznych, musimy je najpierw przeksztalci¢ za pomocg wzoréw skréco-
nego mnozenia. Mowa tu tylko o dwoch wzorach:

(a + b)2 =a’+2ab+b’ , (a - b)2 =a’—2ab+b’ , Z ktorych korzystamy oczywiscie w

Przyktady: 5% = |5

,.drugg strong” (podrozdziat 2.2). Przyktad: J4a> —da+1= \/(Za -1)? = |2a - 1|

99

5.3 Opuszczanie warto$ci bezwzglednej wyrazen (z pierwiastkami, ze zmienna X

Wykonujemy dwie czynnosci:

0

% | Ustalamy znak wyrazenia, |
% | Opuszczamy znak warto$ci bezwzglednej zgodnie z ustalonym znakiem: |

O/

- gdy wyrazenie jest dodatnie, po opuszczeniu wartosci bezwzglednej, przepisujemy je bez zmian,
- gdy wyrazenie jest ujemne, po opuszczeniu wartosci bezwzglednej, zmieniamy wszystkie znaki.

Wyrazenia z pierwiastkami (niewymierne) I Wyrazenia ze zmienng ,,x”

| Ustalamy znak wyrazenia. |
Szacujemy jaki znak mialby wynik dziatania,
gdyby$smy mogli je wykonac.

Przyktad: ‘3\/5 - 6‘

I . . . . .
I Oprocz samego wyrazenia pojawia si¢ przedziat, do
| . . s/ ..
| ktorego nalezy ,x”. Aby ustali¢ znak wyrazenia,
: najprostszym sposobem jest obliczenie wartosci
: wyrazenia dla wybranej wartosci ,,x”” (musi nale-
3V2 - pierwiastek z dwéch daje warto$é mniejsza I zeé do przedziatu).
niz 2, co po przemnozeniu przez 3, daloby war- |
toé¢ mniejsza od 6. | Przyklad: [—4x +8| dla x € (— w, 2)
W zwiazku z tym wartosé dodatnia (3v2) jest |
mniejsza od warto$é¢ ujemnej (-6), dlatego wynik |
byiby ujemny. |

|

|

|

|

WYRAZENIE UJEMNE

Wybieramy przykitadowy , x” z przedziatu - my
wybraliSmy liczbe 1. Obliczamy warto$¢ wyrazenia
dla wybranej liczby: -4:1 +8 =- 4 +8= 4

Wynik okazat sie dodatni, co oznacza, ze wyraze-
nie dla podanego przedziatu jest dodatnie.

| WYRAZENIE DODATNIE

| Opuszczamy znak wartosci bezwzglednej zgodnie z ustalonym znakiem.
|

Poniewaz wartos¢ wyrazenia okazata sie ujemna,
opuszczajac wartos$¢ bezwzgledna, zmieniamy
wszystkie znaki.

‘3«/5—6:—3«/5+6

| Poniewaz wartos¢ wyrazenia okazata sie dodatnia,

| opuszczajac wartos¢ bezwzgledna, nie zmieniamy

: znakow.

|

| |_ 4x + 8| =—-4x +38 www.matematykam.pl

5.4 Réwnania z warto$cia bezwzgledng

Omowione ponizej metody stuzg do rozwigzywania ,,typowych” réwnan, to znaczy takich, w ktoérych
po prawej stronie znajduje sie liczba dodatnia.

Istniejg dwie metody ich rozwigzywania. Pierwsza z nich (interpretacja graficzna) nadaje si¢ jedynie
do rozwigzywania rOwnan, w ktérych ,,x” ma wspélczynnik liczbowy 1 (czyli przed ,,x” nie ma zad-
nej liczby ani minusa). Druga metoda nadaje si¢ do wszystkich ,,typowych” réwnan. Obie metody
przedstawimy na przyktadach:

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Metoda ,,0bliczeniowa”

Przyktad: [5x —10| = 25

Interpretacja graficzna
Przyktad: [x + 2| =6

I. Rysujemy 0§ liczbowa i zaznaczamy na niej
liczbe zawarta w wyrazZeniu, umieszczonym w
warto$ci bezwzglednej, ale ze zmienionym zna-
kiem.

Metoda polega na rozwigzaniu dwoch rownan,
rozdzielonych stowem ,,lub” albo znakiem zaste-
pujacym to stowo —,,v”. W efekcie otrzymujemy
dwie liczby, ktore sg rozwigzaniem roéwnania:

_ A . , _ > ’ ) ) )
|X + 2| = 6 w wr?zenlu e e I_“c;b 2 dlateg.o Pierwsze rownanie W drugim réwnaniu
:_-2 (pamie- L L .
na_ ost zazna_czn_1y |czke 2 (pami przepisujemy bez zmieniamy znak liczby
tajmy o zamianie znaku). zmian, omijajac jedy- po prawej stronie
nie wartos$¢ bez- (zamiast 25 zapisuje-
wzgledna. my -25).
2 0
I1. Szukamy dwoch liczb, ktorych odleglo$¢ od 5x —10 =25 v 5x—-10=-25
zaznaczonej na osi liczby, rowna si¢ wartosci po
prawej stronie réwnania. 5x =25+10 5x =-25+10
Na osi szukamy dwéch liczb, ktérych odle- _ . _ .
gtoéé od -2 wynosi 6. 5x _35/_5 SX__IS/TS
o »
S x=17 v Xx=-3
-8 220 4

II1. Zapisujemy rozwigzania taczac je stowem
,lub” albo znakiem ,,v”.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
x=-8vx=4 :

‘0

% Upraszczanie zloionych réownan.

Czasami rownania z warto$cig bezwzgledng sg podane w ,,mniej przyjemne;j” formie. Aby byto moz-
liwe ich rozwigzanie (jedng z dwoch powyzej opisanych metod), konieczne jest ich przeksztatcenie, do
postaci, w jakiej podane byly dotychczas przedstawione rownania.

Przyktad: 10(2x + 4]+ 2 = 3]2x + 4|+ 18 + 5[2x + 4]

Podstawowa zasada podczas przeksztalcania, to traktowanie wartosci bezwzglednej jako catosci i ob-
liczanie jej zgodnie z regutami przeksztatcania rownan.

Wartosé bezwzgledna traktujemy jako catoéé. Rownanie przeksztatcamy w
taki sposdb, jakby cata wartos¢ bezwzgledna wynosita x: www.matematykam.pl
10x + 2 = 3x + 18 + 5x

_ Dodajemy wyrazenia z wartoscia bezwzgledna
10|2X + 4| +2= 3|2X + 4| + 18+ 5|2X + 4| (312x+4| oraz 5|2x+4]|) , tak jakbyémy mieli do

czynienia z wyrazeniami 3x i 5x:
3|2x+4| + 5|2x+4| = 8|2x+4]|
10|2X + 4| + 2 — 8|2X + 4| + 18 Przenosimy wyrazenia z wartoscia bezwzgledna na lewo, a liczby

na prawo (ze zmienionym znakiem). UWAGA - nie zmieniamy
znakoéw wewnatrz wartosci bezwzglednej.

Dodajemy wyrazenia z wartoscia bezwzgledna (10|2x+4| oraz — 8|2x+4]),
10|2X + 4| —_ 8|2X =+ 4| = 18 — 2 tak jakby$my mieli do czynienia z wyrazeniami 10x i -8x:
10|2x+4| - 8|2x+4| = 2|2x+4|

2|2X + 4| = 16 /+ 2 Dzielimy cate rownanie przez 2.

|2X + 4| - 8 Otrzymujemy réwnanie w odpowiedniej formie. To rownanie mozna
rozwiazac tylko metoda obliczeniowa, przedstawiona w poprzednim
punkcie.

5.5 Nierdwno§ci z warto$cia bezwzgledna

Podobnie jak w przypadku rownan mamy dwie metody dla ,,typowych” przypadkow, (gdy po prawej
stronie znajduje si¢ warto$¢ dodatnia). Pierwsza metoda tylko dla réwnan o wspotczynniku ,,x” réw-
nym 1, a druga dla wszystkich rownan.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Interpretacja graficzna

Przyklad: |x — 3| > 4

Metoda ,,0bliczeniowa”
Przyktad: [2x + 1| < 5

I. Rysujemy 0§ liczbowg 1 zaznaczmy na niej Metoda polega na rozwigzaniu dwéoch nieréwno-

liczbe zawarta w wyrazeniu, umieszczonym w $ci. W efekcie otrzymujemy dwie liczby, ktore

warto$ci bezwzglednej, ale ze zmienionym zna-
kiem. o . W drugiej nierownosci
|X _ 3| > 4 W-wyrazenlu m:-amy liczbe -3, -dlat-ego na, Pierwsza nierownosc¢ zmieniamy znak liczby po
= osi zaznaczmy liczbe:_3 (pamietajmy o przepisujemy bez prawej stronie (zamiast 5
zmianie znaku). zmian, omijajac jedynie zapisujemy -5) i obracamy
warto$¢ bezwzgledna.  zpak nieréwnosci.

zaznaczamy na osi liczbowe;.

0 3 2x+1<5 2x+1>-5
II. Szukamy dwéch liczb, ktorych odleglos¢ od 2x <5-1 2x >—-5-1
zaznaczonej na osi liczby, réwna si¢ wartosci po
prawej stronie réwnania. 2x<4 /=2 2x>-6 /+2
Na osi szukamy dwodch liczb, ktérych odle- X < 2 X > _3

gtosc¢ od 3 wynosi 4.

—
R
-10 3 7

III. Zaznaczamy przedzial lub przedzialy.
Mamy dwie mozliwosci:

- gdy znak nier6wno$¢ jest skierowany w prawo
(>), to zaznaczamy dwa przedzialy: od minus
nieskonczono$¢ do pierwszej liczby oraz od
drugiej liczby do nieskonczonosci;

- gdy znak nieréwnosci jest skierowany w lewo
(<), to zaznaczamy jeden przedzial, kaczacy
dwie wyznaczone liczby.

Zaznaczamy przedzial lub przedzialy.
Odbywa si¢ to na tej samej zasadzie, jak w przy-
padku metody dla prostszych przyktadow. Za-
znaczamy uzyskane liczby na osi, a nast¢pnie
zaznaczamy przedzial lub przedzialy, zgodnie z
przedstawiong wczesniej regutg (dwa przedzia-
ly, gdy znak nier6wnosci jest skierowany w
prawo; jeden przedzial, gdy znak nierdéwnosci
jest skierowany w lewo).

Tu mamy do czynienia z druga mozliwoscia, bo

znak nierownosci jest skierowany w lewo (<).
Rysujemy wiec jeden przedziat: od -3 do 2.

Tu mamy do czynienia z pierwsza mozliwoscia,
bo znak nierownosci jest skierowany w prawo
(2). Rysujemy wiec dwa przedziaty:

- od minus nieskonczonosci do liczby -1,

- od liczby 7 do nieskonczonosci.

-3 0 2

I Odczytujemy przedzial lub przedzialy.
-10 03 7
xe(-3,2)

IV. Odczytujemy przedzial lub przedzialy.
Poniewaz rozwigzaniem sa dwa przedziatly,
zapisujemy je oba, laczac znakiem sumy.

X € (— oo, —1>u<7, )

www.matematykam.pl

Gdy po prawej stronie réwnania lub nierdéwnosci z wartoscig bezwzgledng znajduje si¢ liczba ujemna
lub zero, nie rozwigzemy ich przedstawionymi w poprzednich podrozdziatach metodami.

Musimy do nich podej$¢ ..na logike”.

Przyktad: |- 2x + 4[>0

Obliczajgc warto$¢ bezwzgledna, zawsze otrzymamy liczbe wickszg od zera lub rowng zero.
Tak wiec kazda liczba po podstawieniu za ,,x” bedzie spelniac¢ te nierownosc¢.
Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych

x € R

Wszystkie przypadki réwnan i nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna, na jakie
mozemy trafi¢, s omowione na naszej stronie: www.matematykam.pl:
MATERIAL MATURALNY — warto$¢ bezwzgledna — réwnania

— nieréwnosci

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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6. PRZYBLIZENIA

6.1 Przyblizenie z nadmiarem i niedomiarem
Przybliienie 7 nadmiarem powstaje, gdy podczas | Przyblizenie 7 niedomiarem powstaje, gdy pod-
zaokraglania liczby, zwigkszamy ostatnig pozo- czas zaokraglania, ostatnia pozostawiona cyfra

stawiong cyfre o jeden. nie zmienia si¢.

Przykiad: Przyktad:
Zaokraglamy liczbe 12,399367 do pierwszego Zaokraglamy liczbe 6,963902 do drugiego miej-
miejsca po przecinku. Pierwsza cyfre po przecinku sca po przecinku. Drugaq cyfre po przecinku (6) pozo-

stawiliSmy bez zmian, poniewaz

69963902 ~ 6996 znajdujaca sie za niq cyfra jest
mniejsza od 5 (3). W efekcie liczba
ulegta zmniejszeniu o ,obcieta”
wartos¢.

12,399367 ~ 12’4 (3) musieli$my zwiekszy¢ o

jeden, poniewaz nastepna
cyfra byla wieksza od 5 (9).
W efekcie liczba ulegta
zwiekszeniu.

6.2 Blad bezwzgledny i wzgledny przyblizenia
Blgd bezwzgledny, to warto$¢ bezwzgledna z

: Blgd wzgledny, pokazuje jaka czeScig danej
roznicy przyblizenia i danej liczby. Wzor na : liczby jest warto$¢, o jakg zmniejszylismy lub
btad bezwzgledny ma wigc postac: : powigkszylismy liczbe:
|
|
|
|
|
|

|b — a| |b _ a| Btad wzgledny moze by¢ wyrazany
 — w procentach:
a —dana liczba a |b B a|
b — przyblizenie liczby —-100%
a

Przyktad: Zaokraglilismy liczbe 20,5502 do cze$ci dziesigtnych: 20,5402 ~ 20,5
a=20,5402, b= 20,5

- btad bezwzgledny: : - btad wzgledny:
[b—al =[20,5-20,5402 | =|-0,0402 | | [b—al |-0,0402]  0,0402
| - = ~ 0,002
|b—a| =0,0402 | a 20,5402 20,5402
1. FUNKCJE

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):
Wektor:

Xg:[XB_XAa YB_YA]

www.matematykam.pl

7.1 Wektor w uktadzie wspotrzednych
Wzér (zapisany powyzej) shuzy do obliczania wspétrzednych przesuniecia wektora. Okreslaja one, o
ile jednostek i w ktdrg strone nalezy wykonaé przesunigcie w poziomie i w pionie, aby z punktu za-
czepienia (A) ,,doj$¢” do punktu koncowego (B).

Punkt zaczepienia (punkt poczatkowy wektora): A = (x A Y )

Punkt konicowy: B = (x s> Ya ) B
Graficznie wektor w uktadzie wspotrzednych ma postac strzatki. /
Przyktad: A= (4, 1); B=(7.5) ———--————=———————=""" oM :
R %

AB=[7-4, 5-1]=[3, 4]

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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7.2 Przyjete oznaczenia oraz sposoby prezentacji funkcji

% Oznaczenia przyjete w opisie funkcji

- Dziedzina (zbi6ér argumentéw): oznaczamy za pomocg liter: x, X, D lub Df,
- Zbior wartosci: oznaczamy za pomoca liter: y, Y, ZW , Zf lub zapisu f(x) (gdy zapisujemy wzor

funkgc;ji).

Dziedzina i zbior wartosci moga, w zaleznos$ci od zakresu nalezacych do niego liczb, zostaé przedsta-
wiony za pomocg zbioru lub przedzialu, co przedstawimy na przyktadach.

Przyktad 1.

|
Zatézmy, ze do dziedziny naleza liczby: -2, 3, 4,

5, 10, a do zbioru wartosci naleza liczby 1, 2, 4,
6, 15. Mamy tu do czynienia ze zbiorami liczb.
Dziedzine mozemy zapisac na kilka sposobow:
X={-2,3,4,5,10}

D={-2,3, 4,510}

Df={-2,3, 4, 5,10}

Zbior wartosci mozemy zapisaé:

Y={l, 2, 4, 6,15}

ZW={l, 2, 4, 6, 15}

7t={, 2, 4, 6,15}

s Najwazniejsze sposoby prezentacji funkcji
Graf
Sposob znany juz z podstawowki, stosowany
tylko dla funkcji, ktorych dziedzing 1 zbiorem
wartosci sa skonczone zbiory liczb.

Przyktad:

Tabela
Tak jak w przypadku grafu, tym sposobem mo-
zemy przedstawi¢ tylko te funkcje, ktorych dzie-
dzing i zbiorem wartosci sg skonczone zbiory
liczb. Tabeli uzywamy czesto dla funkcji, kto-
re nie spelniajg tego warunku, ale jest to funk-
cja zaledwie pomocnicza (w tabeli zapisujemy
wspolrzedne punktéw, ktore obliczamy, aby
narysowaé wykres funkcji).
Przyktad:
x[-1]o |2 [a]
fix)) 3 [-4 [6 |[-2]

Autorka: Agnieszka Jedruszek

Przyktad 2.
Zat6zmy, ze do dziedziny nalezg liczby z zakresu

od liczby -5 do nieskonczonosci (lacznie z -5), a
do zbioru wartosci liczby z zakresu od 2 do 15
(wlacznie z liczbg 15, ale bez liczby 2). Mamy tu
do czynienia z przedzialami liczb.

Dziedzine mozemy zapisac:

xe (=5, o) X=(-5, o)
D =<—5, w) Df =<—5, )
Zbioér wartosci mozemy zapisac:
ye(2,15) Y=(2,15)
ZW =(2, 15) Zf =(2, 15)

www.matematykam.pl

Wykres
Przyktad:

Wzor

Zdecydowana wigkszos¢ funkcji z jakimi mamy
do czynienia, jest przedstawiona w postaci wzo-
ru. Wzor funkcji moze by¢ przedstawiony na dwa
sposoby, w zaleznosci od tego, jaki symbol wy-
korzystamy do oznaczenia wartosci funkcji: y
czy f(x).

Przyktad:

Funkcj¢ o wzorze: 2x+4, mozemy zapisac:
y=2x+4; f(x)=2x+4

17



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

7.3 Okreslanie dziedziny na podstawie wzoru

Jezeli dziedzina nie jest z gory ograniczona do zbioru lub przedziatu, musimy sami stwierdzi¢ czy
nalezy do zbioru liczb rzeczywistych (R), czy istnieja we wzorze dzialania, ktore jg ograniczajg.
Dziedzina funkcji bedzie ograniczona w dwoch przypadkach:

- gdy we wzorze pojawiajq sig pierwiastki parzy- |
stego stopnia (drugiego, czwartego...); I
Poniewaz pod pierwiastkiem parzystego stopnia,
nie moga pojawiac si¢ liczby ujemne, nalezy
zapisac, ze wyrazenie pod pierwiastkiem musi
by¢ wigksze lub rowne zero, a nastgpnie rozwia-
za¢ otrzymang nierownosc.

Przyklad: f(x)=+v2x+8 -3

Wyrazenie pod pierwiastkiem (2x + 8) powinno

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
by¢ dodatnie, czyli wieksze lub rowne zero. Zapi- :
sujemy nieré6wnosc: I
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

2x+8>0
2x>-8 /+2
x> —4

Wynik nierownosci to przedzial, ktory jest dzie-
dzina naszej funkcji.

Rozwigzaniem nieréwnosci sa liczby
wieksze lub réwne -4, dlatego dzie-

dzina funkcji, to przedziat od -4
(domkniety) do nieskonczonosci.

Df=<—4, o0

- gdy zmienna ,,x” pojawia si¢ w mianowniku
jakiegos utamka.

Wyrazenie w mianowniku musi by¢ rézne od
zera (poniewaz nie mozna dzieli¢ przez zero).
Zapisujemy wiec nietypowe rownanie z przekre-
slonym znakiem réwnosci.

2x" =3 g
3x—6

Wyrazenie w mianowniku (3x -6) powinno by¢
rézne od zera. Zapisujemy wiec ro6wnanie z prze-
kreslonym znakiem rownosci:

3x-6%#0
3x#6 /=3
X#2
Interpretujemy otrzymany wynik. Oznacza on, ze

z dziedziny nalezy wykluczy¢ otrzymana liczbe.

Df =R\ {2} Otrzymali$my liczbe 2. Dziedzing
jest wiec zbior liczb rzeczywistych
(R) minus zbiér jednoelementowy,
zawierajacy liczbe 2.

Przyktad: f(X) =

We wzorze funkcji moze pojawié sig¢ wigcej ograniczen niZ jedno. KaZde ograniczenie nalely rozpa-

trzyc osobno. Dziedzina bedzie czescig wspolng otrzymanych przedziatow i zhiorow.

Przyktad: f(x)=Vx—-6+ Vox+10 20
X

x—6>0 5x+102>0 x—9%#0 www.matematykam.pl
X>6 5x>-10 /+5 X#9
X>-2
x € (6, o) x e (=2, ©) x € R\ {9}

Czesc¢ wspolna z dwoch powyzszych przedziatéw, to przedziat od 6 do nieskonczonosci. Trzecie ogra-
niczenie, to wykluczenie liczby 9, co zapisujemy obok utworzonego przedziatu (\9).

Df = (6, )\ {9}

7.4 Obliczanie miejsca zerowego ze wzoru funkeji

Aby obliczy¢ miejsce zerowe funkcji nalezy podstawié za ,,y” wartos$¢ zero i rozwigzaé otrzymane
rownanie. Otrzymana liczba to miejsce zerowe. W zaleznosci od rodzaju funkcji, mozemy
otrzymac rézne rodzaje rownan, co jest przedstawione w rozdziatach dotyczacych poszczegolnych
typow funkcji. Przedstawimy tu jeden przyktad, dla funkcji liniowej (nastepny rozdziat).

y = 2x — 4 Podstawiamy zay, warto$¢ 0 i
rozwiazujemy réwnanie.

0=2x-4
-2x=-4 /+(-2)
X =2

Miejsce zerowe funkcji: X =2

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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7.5 Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu v 1
Powinnismy potrafi¢ okresli¢ najwazniejsze wlasnosSci: +
1 dziedzineg funkcji, 2 zbiér wartosci, 3 przedzialy monotonicz- il
nosci, 4 miejsca zerowe, S punkty przecigcia z osiami,

6 argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia/ujemna,

7 argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana wartos¢,
8 argumenty, dla ktérych funkcja spelnia dana nieréwnos¢, e
9 sprawdzié¢ czy dany punkt nalezy do wykresu funkcji, +
10 minimum i maksimum. Okres§lanie wymienionych wtasno-
$ci przedstawimy na przyktadzie zamieszczonym po prawe;.

1 Dziedzing funkcji jest przedziat lub przedziaty
w jakich ,;rozcigga si¢” wykres wzdluz osi 0X:

Dziedzina dla rozpatrywanego przyktadu, to dwa prze-
dziaty: od -8 do -3 oraz od -1 do 10. O ksztalcie nawiasu
decyduja kropki na koncach fragmentéw wykresu.

D =(-8, -3)u(-1, 10)

2 Zbioér wartosci stanowi przedziat lub przedzia-
ly, w jakich ,rozcigga si¢” wykres wzdtuz osi
oY:

Zbior wartosci to jeden przedziat. Na wykresie
widaé, ze zbiér wartosci to zakres od -6 do 5.

ZW = (-6, 5)

3 Przedzialy monotonicznosci - zapisujemy
przedziaty, w ktorych funkcja jest malejaca (jej
wykres patrzac od lewej do prawej ,,idzie” w
dot), rosngca (wykres ,,idzie w gore) i stata (wy-
kres jest poziomy). Nawiasy dla argumentow
granicznych, w ktérych funkcja zmienia swojg
monotoniczno$¢ sa trojkatne:

Zapisujemy przedzialy, w ktérych funkcja jest maleja-
ca. Tam gdzie na wykresie kropka jest zakolorowana
(przy -8), nawias jest tréjkatny, tam gdzie jest pusta (-
3 oraz 10), nawias jest okragly, a tam gdzie funkcja
zmienia swoja monotonicznos¢ (5), nawias jest tréj-
katny.

f(X)& w przedziatach <— 8 —3)i <5, 10)

Zapisujemy przedziat, w ktérym funkcja jest rosnaca.
Przy liczbie -1 nawias jest tréjkatny, bo kropka jest
zakolorowana. Przy liczbie 3, nawias tez jest trojkat-
ny, bo jest to punkt, w ktérym funkcja zmienia swo-
ja monotonicznos¢.

f(X)f w przedziale <— L 3>

Zapisujemy przedziat, w ktérym funkcja jest stata.
Przy obu liczbach (3 oraz 5) nawias jest tréjkatny, bo
sa to punkty, w ktérych funkcja zmienia swoja mono-
tonicznosé.

f(X)— w przedziale <3, 5>

Autorka: Agnieszka Jedruszek

4 Miejsce zerowe to argument (x), dla ktorego
warto$¢ (y) wynosi zero. Okreslenie miejsca ze-
rowego, sprowadza si¢ do odczytania argumen-
tow (x) w punktach, w ktorych wykres przecina
0$ odcietych (0§ 0X).

Tu mamy dwa miejsca zerowe:

x,=1v x,=7

5 Punkty przeciecia z osiami - osobno zapisu-
jemy punkty przeciecia z osig 0X i punkt prze-
cigcia z osig 0Y (zawsze jest tylko jeden).Punkty
przeciecia z osig 0X znajdujg si¢ w miejscach
zerowych, opisanych w poprzednim podpunkcie.
Punkt przeciecia z osig 0Y znajduje si¢ w miej-
scu, w ktorym wykres przecina o$ 0Y.

Punkty przecigcia z osig 0X: (1, 0); (7, 0)

Punkt przecigcia z osig 0Y: (0,-2)

6 Argumenty dla ktorych funkcja jest dodat-
nia/ujemna

Argumenty dla ktorych funkcja przyjmuje warto-
sci dodatnie: f(x) >0

S to przedziaty argumentow (x), tych czgsci
wykresu, ktore znajduja si¢ nad osig 0X. Nawiasy
przy punktach lezacych na osi 0X, beda okragle,
poniewaz w tych punktach wartos¢ funkcji wy-
nosi zero, a chodzi nam o wartosci dodatnie (wy-
Tacznie wigksze od zera).

Przy liczbie -8 nawias jest tréjkatny, poniewaz kropka
jest zakolorowana. Przy liczbie -3, nawias jest okragty,
poniewaz kropka jest pusta. Przy liczbach 1 oraz 7
nawiasy sq okragle, poniewaz sa to argumenty punk-
tow, lezacych na osi 0X.

f(x)>0 dlaxe(-8, -3)u(l, 7)

Argumenty dla ktérych funkeja przyjmuje warto-
sci yjemne: f(x) <0

Sa to przedziaty argumentow (x), tych czesci
wykresu, ktore znajduja si¢ pod osig 0X.

f(x)<0 dlaxe(-1,1)u(7,10)
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7 Argumenty dla ktérych funkcja przyjmuje
dana wartos$¢. W zaleznosci od podanej warto-
$ci, rozwigzanie moze by¢: jednym argumentem,
kilkoma argumentami, przedzialem argumentow,
jak rowniez moze si¢ okazac, ze dla danej warto-
$ci nie ma rozwigzan. Zilustrujemy to na czterech
przyktadach:

f(x)=-5 f(x)=-2, f(x)=4, f(x)=6

Odczytujemy z wykresu argumenty (x), dla
ktorych wartosci (y) sa rowne danej liczbie.
Mozna sobie to utatwi¢ przyktadajac poziomo
linijke¢ na danej wysokosci (czyli dla danej
wartos$ci).

Dla wartosci -5 istnieje jeden punkt
na wykresie o argumencie 8,5.

f(x)=-5 dla x=9.,5

Dla wartosci -2 istnieja dwa punkty na wykresie,
o argumentach 0 oraz 8. Rozwiazaniem jest wiec
dwuelementowy zbiér liczb.

f(x)=-2 dla xe{0; 8}

Dla wartosci 4 istnieje przedziat argumentow (od
3 do 5) tacznie z tymi wartosciami granicznymi
(dlatego nawiasy sa tréjkatne) oraz dodatkowo
argument -7,5. Rozwigzaniem jest wiec suma
przedziatu i jednoelementowego zbioru.

f(x)=4 dlaxe(3, 5u{-75}

Na wykresie nie ma zadnego punktu o wartosci
6, dlatego piszemy: ,brak argumentow”.

f(x)=6 Brak argumentéow

8 Argumenty dla ktorych funkcja spelnia dana
nier6wnos$¢ . Postepujemy podobnie jak w wy-
padku okres$lania argumentow, dla ktérych funk-
cja jest dodatnia lub ujemna. Punktem odniesie-
nia nie jest juz jednak o$ 0X, ale pozioma prosta
znajdujaca si¢ na wysokosci zgodnej z wartoscia
podang w nierownosci. Nalezy zwroci¢ ponadto
uwage na znak nieréwnosci. Co mamy na mysli,
przedstawimy poréwnujac dwie bardzo podobne

nieréwnosci: f(x) < -2, f(x)<-2

7.6 Symetria punktu w uktadzie wspdtrzednych

Pomocniczo mozemy narysowaé pozioma prosta

na wysokosci -2 lub przytozy¢ w tym miejscu
linijke.

Nawiasy dla punktow, przy ktorych sa kropki (-1 oraz 10),
sa zawsze zgodne z tym, czy sq one zakolorowane lub nie.
W przypadku argumentéw granicznych (0 oraz 8), nawias
zalezny jest od znaku nierownosci. Dla znaku ,,mniejsze”

nawiasy s okragte, dla ,mniejsze lub rowne” nawiasy sa
tréjkatne.

f(x)<-2 dlaxe(-1,0)U(8, 10)
f(x)<-2 dlaxe(-1, 0)u(8, 10)

9 Sprawdzenie czy dany punkt nalezy do wy-
kresu funkcji. Wystarczy odnalez¢ dany punkt w
uktadzie wspolrzednych i okresli¢ czy lezy na
liniach wykresu, czy nie.

Przyktady:

Punkty: A=(-2, 4), B=(6, 2)

Punkt A nie nalezy do wykresu funkcji.
Punkt B nalezy do wykresu funkcji.

10 Minimum i maksimum. Minimalng warto$¢
funkcji oznaczamy najczesciej: f(X)min 1Ub Yinin.
Maksymalng warto$ci oznaczamy: f(X)max lub
Vmax- Warto$¢ maksymalna to warto$¢ (y) najwy-
zej lezacego punktu wykresu, a minimalna punk-
tu lezacego najnizej. Dodatkowo, oprocz same;j
warto$ci wypada poda¢ argument (x) lub prze-
dziat argumentow, dla odczytanej wartosci. Jezeli
maksimum lub minimum funkcji wypada w
punkcie, w ktorym znajduje si¢ pusta kropka,
minimum lub maksimum nie istnieje.

W najnizej potozonym punkcie wykresu znajduje
sie pusta kropka. Dlatego brak minimum funkcji.

Minimum funkcji: brak.

Najwyzej potozony punkt wykresu ma wartosc¢ 5 dla argu-
mentu (x) réwnego -8.

Maksimum funkcji: f(X)max = 5 dla x = -8

- wzgledem osi 0X - wspotrzedna ,,y” zmienia znak na przeciwny (,,X” si¢ nie zmienia).

- wzgledem osi 0Y - wspotrzedna ,,x” zmienia znak na przeciwny (,,y” si¢ nie zmienia).
- wzgledem poczatku ukladu, czyli punktu (0,0) - obie wspoétrzedne punktu zmieniajg znak.

Przyktad: A = (-2, 5).
- wzglgdem osi 0X: A’ = (-2, -5)
-wzglgdem 0si 0Y: A’ =(2,5)

- wzgledem poczatku uktadu, czyli punktu (0,0): A’ = (2, -5)

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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7.7 Transformacje wykresu funkcji

Rodzaje transformacji: przesuniecie o wektor, symetria
wzgledem osi 0X, symetria wzgledem osi 0Y, symetria
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

Niezaleznie od rodzaju transformacji, ktory mamy wyko-

-~

na¢, skupiamy si¢ na punktach kluczowych dla danego
wykresu (punkty ,,zgi¢cia”, konce funkcji). Postuzymy sie
przyktadowym wykresem. Kluczowe punkty sg na nim EERNEEEVAEEEEEEEEEENE

zaznaczone w niebieskich kotkach. . [\/ T L B A
W trakcie kazdej transformacji przenosimy tylko punkty 1

kluczowe, ktore nastepnie taczymy liniami.

Przesunigcie o wektor

Przesuwamy wszystkie punkty kluczowe o poda-
ne warto$ci w poziomie i pionie, a nastepnie je
laczymy.

Przyklad: Przesuniemy podany wykres funkcji o
wektor : [-2, 5].

Kazdy punkt musimy przesunac o 2 jednostki w_lewo
(bo wspotrzedna ,,x” wynosi -2) i o 5 jednostek w gére
(bo wspéirzedna ,,y” wynosi 5).

Symetria wzgledem osi 0X - f(X)

Majac do czynienia z podejsciem graficznym,
punkt symetryczny do danego wzgledem jed-
nej z osi ukladu, znajduje si¢ dokladnie po
drugiej stronie osi (jak lustrzane odbicie).
Przenosimy wigc wszystkie kluczowe punkty na
druga strong osi 0X.

Symetria wzgledem poczqtku ukladu wspol-
rzednych - f(-x)

Punkt symetryczny do danego wzgledem po-
czatku uktadu znajdziemy, rysujac prosta (lub
przyktadajac linijke), przechodzacg przez dany
punkt i poczatek uktadu wspotrzednych. Punkt
symetryczny be¢dzie znajdowat si¢ na tej pro-
stej, po drugiej stronie, w takiej samej odlegto-
$ci od poczatku uktadu jak dany punkt.

Symetria wzgledem osi 0Y  f(-Xx)

Wyglada tak samo jak symetria wzgledem osi
0X, z ta r6znica, ze dane punkty przenosimy na
druga strong osi 0Y.

},,
O_

| | | | | |

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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7.8 Rysowanie funkcji w postaci f(x —a)+b
To podejscie jest wykorzystywane, gdy mamy wy-
kres funkeji f(x), a nastgpnie poprzez jej przesunig-
cie w ukladzie wspotrzednych, chcemy otrzymacd
wykres f(x — a) +b. W rzeczywistos$ci przeksztatce-
nie, ktore mamy wykonac to przesuniecie funkcji
f(x) o wektor: [a, b].

Przyktad:

Narysujemy wykres funkcji: g(x) = f(x + 1) — 5. Na-
rysowanie wykresu funkcji g(x), sprowadza si¢ do
przesuni¢cia wykresu funkcji f(x) o wektor: [-1, -5],
czyliol wlewoi5 w dot.

UWAGA: pierwsza wspoéirzedna zapisujemy z
przeciwnym znakiem!

We wzorze mamy zapisane: +1, dlatego pierwsza wspot-
rzedna bedzie wynosi¢ -1.

I |
T

8. GEOMETRIA ANALITYCZNA (f. liniowa, rOwnanie okregu)

8.1 Postaci funkcji liniowej

Posta¢ ogdlna:

Ax +By+C=0
Posta¢ kierunkowa:
y=ax+b

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):

We wzorach: A, B, C, a, b to wspotczynniki liczbowe.

www.matematykam.pl

Ponadto a nazywamy wspélczynnikiem kierunkowym.
Przyktad: posta¢ ogdlna — 3x - 2y + 1 = 0; postac kierunkowa: y =-2x + 6

Zamiana jednej postaci na druga:
postaé ogolna — postac kierunkowa
Przenosimy na prawo wyrazenie z ,,x” oraz

liczbe. Gdy przed ,,y” znajduje si¢ jakas liczba,
nalezy jeszcze otrzymane réwnanie podzieli¢
przez te liczbg.
Przyktad:

—-6x+2y+10=0

Przenosimy wyrazenie z ,x"” oraz liczbe
na prawo (pamietajmy o zmianie znaku).

Dzielimy przez 2. 2y — 6X _ 10 /+ 2
y=3x-5

Autorka: Agnieszka Jedruszek

postaé kierunkowa — postac ogolna
Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg stro-
n¢ i zapisujemy w okres$lonej kolejnosci wy-
maganej dla postaci ogdlnej (wyrazenie z ,, X —
wyrazenie z ,,y” — liczba).
Przyktad:

y=-2x+6

Przenosimy wyrazenia -2x oraz 6 na lewo
(pamietajmy o zmianie znakéw). Po prawej
nie zostanie nic, wiec zapisujemy zero.

2x+y—-6=0
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8.2 Wykres i wiasnodci funkcji liniowej
< Wykres

Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Szczegélnym przypadkiem funkcji liniowej jest funkcja w

postaci: y = ax (wspolczynnik ,,b” wynosi 0), ktorej wykres zawsze przechodzi przez poczatek uktadu

wspotrzednych — punkt (0,0).

Aby narysowa¢é wykres funkcji liniowej, potrzebujemy trzech punktow, obliczanych ze wzoru. Za-

znaczamy je w uktadzie wspdtrzednych i faczy-

my prosta.

<
[y

Przyklad: y =-2x +4

Wybieramy sami argumenty (x),
najlepiej jak najmniejsze (0,1,2).

Podstawiamy kolejno wybrane
przez nas argumenty (1, 2, 3) do

2
wzoru i obliczamy wartosci (y):
y‘4‘2‘0 y=-2x+ 4
y = -2:0+4=4
y =-2:14+4=2
y =-2-:2+4=0

14
|
\0_

|
L L I L

7

s Wilasnosci (okreslane na podstawie wzoru)
I. Monotonicznos$¢ okreslamy za pomocg wspolczynnika kierunkowego funkcji (a).

- Gdy wspotezynnik kierunkowy : - Gdy wspotczynnik kierunkowy : - Gdy wspotezynnik kierunkowy
(a) jest dodatni (a > 0), funkcja I (a) jest uyjemny (a < 0), funkcja I(a) wynosi 0, funkcja jest stala.

jest rosnaca. | jest malejaca. | Przyktad: y = 4
Przyktad: y = 2x -3 | Przyklad: y = -3x-+4 |

IL. Miejsce zerowe — aby obliczy¢ miejsce zerowe, za ,,y”’ podstawiamy zero, co przedstawiliSmy juz
na przyktadzie funkcji liniowej w podrozdziale 7.4.
I1. Punkty przeciecia z osiami

Majac do dyspozycji wzor funkcji, szukamy:

- punktu przeciecia z osia 0X - podstawiajac za y wartos¢ 0 i z tak powstalego rownania liczymy x
(tak jak miejsce zerowe, bo graficznie miejsce zerowe jest w punkcie przecigcia z 0sig x).

Przyktad: y =4x + 12

0=4x+12 www.matematykam.pl
—4x =12 Punkt przeciecia z osig x ma wiec wspotrzedne: (-3,0).
x=-3

- punktu przeciecia z osig 0Y — podstawiamy za x wartos$¢ 0 i liczymy z powstatego rownania y.
Przyktad: y =4x + 12

y=4-0+12=12 Punkt przeciecia z osig y ma wiec wspotrzedne: (0,12).
LV. Sprawdzenie czy dany punkt nalezy do wykresu funkcji. Aby sprawdzi¢ czy dany punkt nalezy do
wykresu funkcji, nalezy podstawic jego wspotrzedne do wzoru. Jezeli lewa strona okaze si¢ rOwna
prawej, to dany punkt nalezy do wykresu funkcji. Przyktad: Sprawdzimy czy punkty: A = (1,2);

B = (-2,3) naleza do wykresu funkcji: y = 3x-1

2=3-1-1 3=3.(-2)—-1

2=2 RE

L=P L+P

Punkt A nalezy do wykresu funkcji, a punkt B nie nalezy.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Oprocz ,.tradycyjnych” prostych, bedacych wykresem funkcji liniowej, ktorego rysowanie przedstawi-

liSmy w poprzednim podrozdziale, istnieja jeszcze dwa typy prostych.

Pierwsza z nich jest ,,specyficznym” przypad-
kiem funkcji liniowej — jest to

prosta pozioma, ktorej wzor mozna zapisac:
Yy = ¢ — gdzie c jest wartoScia liczbowa.

Przyklad: y = -3

Wykresem funkcji liniowej tego rodzaju jest
prosta na danej wysokosci (tu na wysokosci: -3).

y

L L L L L L L

=

Druga prosta nie jest nawet funkcjg — jest to pro-
sta pionowa, ktérej wzor mozna zapisac:

X = ¢, gdzie c jest wartoS$cia liczbowa.
Przykiad: x = 4

Wykresem takiego przyporzadkowania jest pro-
sta, przechodzgca przez dany argument na osi 0X
(tutaj argument: 4).

-~
I T S N N S I S |
L S L L

[y

[y

[ i

L L L L B

spetniajg jeden z nast¢pujacych warunkow:

- sgrownolegte, gdy a, = a,

- sg prostopadte, gdy a,a, = -1

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):
Dwie proste o rownaniach kierunkowych

y=ax+b, y=a,x+b,

UWAGA: Na karcie wzoréw maturalnych sa
jeszcze umieszczone warunki prostopadtosei i
rownolegtosci dla postaci ogdlnej. Zalecamy
jednak skupi¢ si¢ na warunkach dla postaci
kierunkowej, przedstawionych po lewe;j i
ktéore omawiamy w dalszej czg$ci
podrozdziatu.

W zadaniach, w ktorych musimy okresli¢ wzajemne potozenie prostych, mozemy si¢ spotkac z

dwiema sytuacjami:

I Zadna prosta nie jest pozioma ani pionowa (y = c, albo x = ¢ — podrozdziat 8.3).

www.matematykam.pl

Aby okresli¢ wzajemne plozenie prostych, sprawdzamy po kolei, cztery mozliwe ewentualnosci:
|

1) Czy proste sq rownolegle?

W ramce powyzej przedstawiony jest warunek
rownoleglosci prostych. Wynika z niego, ze dwie
proste sg rownolegle, gdy ich wzory maja ten
sam wspolczynnik kierunkowy (a).

Przyktad:
Ly=-2x+4

Kk y=—2x—-6

Proste k oraz 1 sg réwnolegle (1| k).

Autorka: Agnieszka Jedruszek

2) Czy proste sie pokrywajq?

Dwie proste sie¢ pokrywaja, gdy ich wzory w
postaci kierunkowej sg identyczne:
Przyktad:

L y=—2x+5

ki y=—-2X+5

Proste k oraz 1 si¢ pokrywaja.
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3) Czy proste przecinajq si¢ pod kqtem prostym?
Warunek prostopadtosci na karcie wzordw, jest
przedstawiony: a,a, =—1 Bardziej ,,prozaicz-
nie”: dwie proste sg prostopadte, gdy ich wspél-
czynniki kierunkowe majq przeciwne znaki i

4) Czy przecinajq si¢ pod innym kqgtem?

Tej ewentualnosci nie trzeba w ogoble rozpatry-
wac. Proste przecinajg si¢ pod katem innym niz
prosty, gdy nie zachodzi zadna z trzech pierw-
szych ewentualnosci.

sq w stosunku do siebie liczbami odwrotnymi. Przyklad: Proste nie sa réwnolegte, nie pokry-
. — _ waja sie ani nie sq prostopadie. W
. _ _5 _ 3 L: y 4X 3 zwiazku z tym musza sie przecina¢ w
l: y - X K _ 7 + 5 jednym punkcie, pod katem innym
1 . y = /X niz prosty.
V= —X — Proste k oraz 1 przecinajg sie w jednym punkcie
k:y X
5 pod katem innym niz prosty.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Przyktad: :
|
|
|
|
|
|
|
Proste k oraz 1 sg prostopadite (1L k). :
|
II Przynajmniej jedna z dwoch prostych jest pozioma lub pionowa (y = ¢, albo x =c — 8.3).
Wystarczy pamigtac, ze prosta:
- W postaci y = ¢ jest pozioma (np. y = 3);
W zwiazku z powyzszym:
1) Proste pozioma i pionowa sa prostopadte (np. x =5 orazy = 7).

- w postaci x = ¢ jest pionowa (np. x = -2).

2) Dwie proste poziome sg rownoleglte (np. y = 3 oraz y = -2), jak rowniez dwie proste pionowe sg
rownolegte (np. x = -3 oraz x = 6).

3) Gdy mamy prostg pozioma lub pionowa oraz ,,standardowa” prosta: y =ax +b

(np. x = -4 oraz y = 2x + 3), dane proste przecinajg si¢ w jednym punkcie pod katem innym niz prosty.

8.5 Punkt wspdlny dwoéch prostych
Wspotrzedne punktu wspolnego dwoch prostych (punktu przecigcia prostych) obliczymy rozwiazujac
uktad rownan ztozony z tych prostych.

y= 4x +2 Wybrali$émy metode przeciwnych
y= 3x4+9 wspoitczynnikow.
—4x + y = 2 /- (_ 1) m:}lmaﬁ na stronie: www.matematyka@
3x+y=9
4x—y=-2
3x+y=9 <+
4x —y+3x+y=-2+9 3-1+y=9 {x =1 www.matematykam.pl
Tx=7 /+7 3+y=9 =6
x=1 y=9-3
y=6

Punkt wspolny prostych: (1, 6).

8.6 Okreslanie wzoru proste].

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):
Réwnanie kierunkowe prostej o wspotczynniku a, ktéra przechodzi przez punkt P = (Xo, yo):

y =a(X—=X,)+Y,
Réwnanie prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty A = (X,, Ya), B = (X, ¥s):

(y_YA)(XB _XA)_(YB _YA)(X_XA): 0

Autorka: Agnieszka Jedruszek

25



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

*  Majgc dany wspotczynnik kierunkowy i punkt lub majqc dane dwa punkty.
Korzystamy ze wzoréw z tablic matematycznych (ramka ze wzorami na poprzedniej stronie).
Majgc dany wspolczynnik kierunkowy i
punkt

Korzystamy z pierwszego wzoru. Przyklad:
Okreslimy wzor prostej o wspolezynniku kierun-
kowym 2, przechodzacej przez punkt (3, 7).

Majgc dane dwa punkty

Korzystamy z drugiego wzoru. Przyktad: Okre-
slimy wzor prostej przechodzacej przez punkty:
(-2, 1) oraz (3, 16).

dane: x,=-2,ya=1,xg=3,yg =16

|
|
|
|
|
|

dane:a=2,x0=3,yo=7 i (y_YA)(XB_XA)_(YB_YA)(X_XA):O

y=a(x=X,)+Yy, | (y-1)(3-(-2)-(16-1)(x—(-2))=0

y=2(x=3)+7 | (y-1)(3+2)-15(x+2)=0

y=2x-6+7 I (y=1)-5-15x-30=0

y=2x+1 | 5y—5-15x-30=0
| 5y —15x—35=0
| Sy=15x+35
| y=3x+7
|

UWAGA: Majac dane dwa punkty, mozemy obliczy¢ wzdr prostej w oparciu o pierwszy wzor. Najpierw mu-
simy jednak obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy, korzystajac z dodatkowego wzoru. Pamietajmy, ze nie jest on
zamieszczony w tablicach matematycznych, dostepnych podczas matury:

aZYB_YA

Xg =X,

**  Majgc dany wzor prostej, do ktorej szukana prosta jest prostopadta lub rownolegta oraz
jeden punkt.
Przedstawimy na przyktadzie: okreslimy wzor prostej prostopadtej do prostej k: y =2x — 4,
jezeli przechodzi przez punkt A = (-2, 6)
L. Korzystamy tutaj z warunku réwnolegto$ci
lub prostopadtosci (podr.8.4), aby ustali¢
warto$¢ wspotczynnika kierunkowego (a).

II. Korzystamy ze wzoru:
y=a(x-x,)+y,

Szukana prosta ma by¢ prostopadta do prostej: y = 2x -4.
Z warunku prostopadtosci wynika, ze wspoéitczynnik kie-

www.matematykam.pl

y:—%(x+2)+6

runkowy szukanej prostej ma byé¢ liczba jednoczesnie 1
odwrotna i przeciwnag do liczby 2, czyli: y = —EX —1 + 6
1 1
a=—— y=——X+5
2 2

8.7 Zadania z parametrem
s Zadania zwigzane 7 monotonicznoscig.
Moze tu pojawic si¢ polecenie o zbadanie monotonicznos$ci funkcji ze wzgledu na dany parametr (jest
to zmienna oznaczona matg literg alfabetu np. m, p ...) lub bardziej konkretne pytanie: dla jakiej war-
tosci parametru dana funkcja jest rosngca/malejaca/stata.
Przypominamy: funkcja jest rosnaca, gdy a > 0; malejaca, gdy a <0; stala, gdy a=0.
Obliczanie wartosci parametru przedstawimy na przyktadzie:
Zbadamy monotoniczno$¢ funkcji: y = (2m — 6)x — 4, w zaleznosci od warto$ci parametru m.
UWAGA: Wspoélczynnik kierunkowy a, to cate wyrazenie ,,przed x”, czyli: 2m — 6.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Gdy w zadaniu pojawia si¢ zwrot ,,zbadaj monotoniczno$¢” musimy rozwazy¢ wszystkie trzy mozliwosci:
Dla jakiej wartosci parametru ! Dla Jjakiej wartosci parametru
m funkcja jest rosngca? m funkcja jest malejgca?
Skoro funkcja jest rosnaca, gdy | Skoro funkcja jest malejgca, Skoro funkcja jest stata, gdy
a > (0, zapisujemy: gdy ,,a” <0, zapisujemy: a = 0, zapisujemy:

|
|
i
2m—6<0 | 2m—-6=0
|
|
|
|
|
|
|

Dla jakiej wartosci parametru
m funkcja jest stata?

2m—-6>0
2m>6 /+2 2m<6 /+2 2m=6 /+2
m>3 m<3 m=3
m 6(3, OO) m e (—OO, 3) f(X)_’dla m=3

f(x)* dla me (3, o) f(x)y dla me (-, 3) !
UWAGA: Mozemy natrafi¢ na bardziej ,,ztosliwe” przyktady. Przyktad:
21’1’1)( + 8X — 2y + 12 = O Po pierwsze, funkcje nalezy przeksztalci¢ do postaci kierunkowej.
—2y=-2mx -8x—-12 /+(-2)

y =mXx +4x + 6 Mamy dwa wyrazenia z ,,x”. Aby okresli¢ wspétczynnik kierunkowy
(a), nalezy uzyskac tylko jedno wyrazenie z ,,x”. W tym celu nalezy
y=(m+4)x+6

wystawic ,,x” przed nawias (tutaj zapisujemy ,,x” za nawiasem).
Teraz mozemy okresli¢ ,,a” — (m + 4) i postepowac dalej, tak jak przedstawiliSmy to wczesnie;.
v Zadania zwigzane 7 warunkiem prostopadiosci i rownolegtosci.
Tu mamy do czynienia z dwiema prostymi. Odpowiadamy na pytanie: dla jakiej wartosci parametru
dane proste sa rownolegte/prostopadte. Przyktad: Dla jakiej warto§ci parametru m, proste
Ly=(m-1)x +4 orazk: y=-6x - 7, sag rownolegle, a dla jakiej prostopadte?
Warunek rownolegltosci dla postaci kierunkowej
mowi, ze wspélezynniki kierunkowe prostych
muszg by¢ réwne. Zapisujemy wiec:

Warunek prostopadtosci dla postaci kierunkowej
moéwi, ze wspolczynniki kierunkowe prostych
musza mie¢ przeciwne znaki i by¢ w stosunku

|

|

|

|

| .

m-1=-6 | do siebie liczbami odwrotnymi. Zapisujemy

| e
m= _6 + 1 I WIeC: Wspéitczynnik a jednej prostej (m - 1)

| 1 musi byé réwny wspétczynnikowi, jaki
m= —5 I m—1=-—  powstanie po obréceniu i zmianie znaku

: 6 wspéiczynnika drugiej prostej (-6).

i L

| m= 6 - 6 www.matematykam.pl

|

Odpowiedz: Proste | oraz k sg rownolegle dla m = -5, a prostopadte dla m = 1%.

8.8 Wzory: dlugos$¢ odcinka, $rodek odcinka, odlegtos¢ punktu od proste]

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):
Dtugos¢ odcinka o koficach w punktach A = (X4, Ya), B = (X3, ¥s):

[ ABJ=~/(x, = %,)" + (v, = ¥,)°
Wspotrzedne §rodka odcinka:

(XA+XB yA+yBj

9

2 2

Odlegtosc¢ punktu P = (xy, yo) od prostej o rownaniu: Ax + By + C = 0 jest dana wzorem:

- |Ax, + By, + C|
VA® + B’

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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/

¢ Dlugosé¢ odcinka
Obliczymy dtugo$¢ odcinka o koncach:
A= ('97 1)> B= (37 '4):

s Wspolrzedne srodka odcinka
Obliczymy wspotrzedne srodka odcinka o kon-
cach: A=(-2,9), B=(6, 3).

Do wzoru na diugos¢ odcinka podstawiamy wspoét-
rzedne obu punktow: x, = -9, Xg = 3,ya =1, yg = -4:

|
|
AB=/B=(-9) +((49) 1) L
IAB|=/(3+9) +(-4-1) | S=( 2L E)
|
|

Podstawiamy wspétrzedne obu punktéw do wzoru
na wspoirzedne srodka odcinka:
Xpa=-2,Xg=6,ya=9,ys8 =3

2 2
|AB| =127 +(=5)

4 12
|AB|=+/144 + 25 S=(5, 7)
|AB|=~169
|AB|=13 §$=(,6)

/

¢ Odleglos¢ punktu od prostej
Aby obliczy¢ odleglos¢ punktu od prostej, korzystajac ze wzoru, prosta musi by¢ zapisana za pomoca
postaci ogolnej (podrozdziat: 8.1). Korzystamy ze wzoru na odlegto$¢ punktu od proste;j:

d= | Ax, + By, +C| A, B oraz C, to wspotczynniki danej prostej z jej
JA? +B? postaci ogolnej. www.matematykam.pl

Xg oraz yg to wspotrzedne danego punktu.

A= (1 4) Podstawiamy wspoétczynniki prostej i
D wspéirzedne punktu do wzoru.

Przykfad: k: 4x-2y-16 =0,

g4 1+(2)4-16] _[4-8-16] _[-20] _ 20 _ 10 _ 10V5 _10v5 _, =

J# (2 Ji6+4 20 _2\/3_\/3{\/5-\/3: 5

Musimy usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika.

8.9 Réwnanie okregu

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: GEOMETRIA ANALITYCZNA):
Roéwnanie okregu o $srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu » > 0:

(x—a) +(y=b) =1’

b: X° +y> —2ax—2by+c=0gdyr’=a’>+b’>—c>0

/7

< Postaé kanoniczna

(x—a)’ +(y-b) =1 Przykiad: (x —2)" +(y+4)" =9

UWAGA: Znaki obu wspoéirzednych sa
S = (2, _4) przeciwne, do znakéw wartosci znaj-
dujacych sie we wzorze!

Srodek okregu ma wspohrzedne: S =(a, b)

Promien okregu okrggu jest rowny . Uwazajmy

Po prawej stronie znajduje sie wartos¢ 9, co
oznacza, ze promien do kwadratu wynosi 9.
Aby uzyskac¢ promien, nalezy wiec te wartos¢
spierwiastkowac.

okregu, to nie promien sam w sobie, ale promien
podniesiony do kwadratu.

- -
1

W O
S

|
|
|
|
|
|
|
|
jednak, bo warto$¢ po prawej stronie rOwnania : r’
|
|
|
|
|
|

Autorka: Agnieszka Jedruszek

28



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

s Wykres
W pierwszej kolejnos¢ zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych
srodek okregu.
Nastepnie rozwieramy nézki cyrkla zgodnie z warto$cig promie-
nia (tu na odlegtos¢ 3 jednostek) i szkicujemy okrag.

Dla rozpatrywanego przykitadu

‘0

»  Postaé ogdlna

x’ +y?> —2ax — 2by + ¢ = 0 - gdy mamy z nig do czynienia, w pierwszej kolejnosci prze-
ksztatcamy réwnanie do postaci kanonicznej, ktorg przedstawiliSmy wczesnie;.

Przyktad: X’ +y’ —6x+4y+4=0

Zamiana na postac kanoniczng

Aby zapisa¢ dane rownanie za pomoca postaci kanonicznej, nalezy obliczy¢ trzy wielko$ci wystepu-

jace w tej postaci, czyli a, b oraz r.
2) Obliczamy r* zgodnie ze wzorem:

r=a’+b’—c

|
1) W pierwszej kolejnosci obliczamy aib :
|
|
: Dla przyktadu:
|
|
|
|
|

zgodnie z rbwnos$ciami:

-2a = liczba ,przed” x  -2b = liczba ,.przed” y

Dla przyktadu:

—2a=-6 /+(=2) -2b=4 /+(=2)
a=3 b=-2

12234 (=2)—4=944-4=9
r’=9

3) Zapisujemy wzor za pomoca postaci kanonicznej: podstawiamy a, b oraz r do wzoru.

(X —a)2 +(y—b)2 =r’ www.matematykam.pl
Dla przyktadu:
HEEEER (x -3 +(y+2) =9

9. FUNKCJA KWADRATOWA (réwnania i nieréownosci kwadratowe)
9.1 Posta¢ ogoélna (wyrdznik, miejsca zerowe, wierzchotek paraboli)

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: FUNKCJA KWADRATOWA):
Posta¢ ogolna funkcji kwadratowe;: f(X) = ax2 +bx+cC,a%0,xER

Wyromik: A = b? — 4ac
Miejsca zerowe:
- jezeli A <0, to funkcja nie ma miejsc zerowych,
— b UWAGA: Zazwyczaj

- jezeli A = 0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: X| = X, = ———  Jedno miejsce zerowe
2a jest oznaczane: Xg

—b-~A :—b+JK

- jezeli A> 0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe: X, = X,
2a 2a
-b —-A
Wierzchotek wykresu funkcji kwadratowej (paraboli): P = 2— q= 4—
a a

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Przyktad funkcji kwadratowej zapisanej za pomocg postaci ogolnej: f(X) =—x’+3x+4

Wspoélczynniki a, b i ¢ danej funkcji wynoszg: a=-1,b=3,c=4.
Wyroéznik, miejsca zerowe oraz wspolrzedne wierzcholka wykresu funkeji obliczamy, korzysta-
jac z przedstawionych w ramce wzorow. Dla przedstawionego przyktadu:

Wyréinik: A =b*> —dac =3> —4-(—=1)-4=9+16 = 25

Miejsca zerowe:

B —b+vJA B ~3+425 _=3+5
2a 2:(-1) -2
Wierzcholek paraboli:

b -3 3.3

X

—A =25

A > 0, dlatego mamy dwa miejsca zerowe:

“b-vA -3-25 -3-5
X, = - - —4

2a 2-(-1) -2

25 _ 1

P2 2y 272 1

9.2 Postaci funkcji kwadratowej

4a  4-(-1) -4 4

Oprocz postaci ogolnej, przedstawionej w poprzednim podrozdziale, istnieja jeszcze dwie postaci

funkcji kwadratowe;.

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: FUNKCJA KWADRATOWA):
Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej: f(X) = a(x — p)2 +q

Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej: f(X) = a(x - X, )(X - X, ) X3 oraz Xz 53 zamiesz-

UWAGA: Wzory na p, q,

czone w poprzedniej
ramce (rozdziat 9.1).

Ponadto gdy funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe, postac iloczynowa ma wzor:

2
f(X) = a(x — Xo) (tego wzoru nie znajdziemy jednak na karcie wzoréw maturalnych), a gdy

funkcja nie ma miejsc zerowych, to nie mozemy jej zapisa¢ za pomocg postaci iloczynowe;.

‘0

®  Zamiana jednej postaci na inng

Z postaci ogolnej na:

- postaé iloczynowq

Obliczamy miejsca zerowe 1 podstawiamy ich
warto$ci oraz wspdtczynnik ,,a”° do odpowied-
niej formy postaci iloczynowe;.

Przyktad: y =3x* +6x -9
A=b>—4ac=6"—-4-3-(-9) =144

_—b+VA  —6++/144 .

Xl
2a 2-3
. ~b-vA -6-+144
? 2a 2.3

Poniewaz mamy dwa miejsca zerowe, wybieramy
pierwsza forme wzoru postaci iloczynowej:

f(x)=a(x—x,)(x—x,)
f(x)=3(x=D(x=(-3))
f(x) =3(x-D(x+3)

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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- postaé kanoniczng

Obliczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli
(p i q), a nastgpnie podstawiamy otrzymane
warto$ci oraz wspdtezynnik ,,a”° do wzoru po-
staci kanoniczne;j.

Przyktad: f(x) = —x*+4x -5
A=b>—4ac=4>-4-(-1)-(-5)=-4

b -4 4
P T2cny 22
A (4 4

4a  4-(-1) -4
f(x)=a(x-p)’ +q
f(x)=-1(x-2)* +(-1)
f(x)=—-(x-2)"-1
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Zamiana na postac ogolng:

Aby zamieni¢ postac¢ kanoniczng lub iloczynowa na og6lna, nalezy wykona¢ wszystkie dziatania i
uszeregowaé wyrazenia w odpowiedniej kolejnosci (wyrazenia z x*, wyrazenie z x, liczba).
Przyklady: f(x) = 3(x — 4)* - zamienimy na posta¢ ogdlna:

f(x)=3(x—-4)> =3(x’-8x+16)

f(x)=3x"—-24x + 48

Zamiana 7 postaci kanonicznej na iloczynowq (i odwrotnie).

Nie wykonamy bezposredniej zamiany migedzy tymi dwiema postaciami. Musimy w pierwszej
kolejnosci otrzymac postac¢ ogdlna, a nastepnie z ogdlnej dokona¢ zamiany na postacé
iloczynowa/kanoniczna, tak jak przedstawiliSmy to wczesniej.

9.3 Wykres funkcji kwadratowej (parabola)

Istniejg dwa sposoby rysowania doktadnego wykresu funkcji.
SPOSOB I. W oparciu o kilka kluczowych punktow.
Potrzebujemy pigciu punktow: www.matematykam.pl
1) wierzchotek paraboli,

2) punkty przecigcia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych),

3) par¢ dodatkowych punktow — minimum dwa — jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na lewo

od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo.

UWAGA: Gdy funkcja nie ma miejsc zerowych lub istnieje tylko jedno miejsce zerowe, potrzebujemy minimum

dwoch punktéw na lewo od wierzchotka i dwoch punktow na prawo.

Bezposrednio, wszystkie wymienione elementy mozemy uzyskac z postaci ogélnej. Pozostale
postaci (iloczynowa i1 kanoniczna) majg tez pewne zalety, jednak i tak konieczna okazuje si¢
zamiana na postac¢ ogolna, co przedstawimy w dalszej czesci podrozdziatu.

Nastepnie nanosimy punkty w uktadzie wspotrzgdnych i taczymy linig w ksztatcie paraboli.
Przyklad: y = —x* — 2x + 8

1) Obliczamy wspoétrzedne wierzchotka:

A=b>—4ac=(-2)"—4-(-1)-8 =36

3) Obliczamy dwa dodatkowe punkty:
- jeden na lewo od miejsc zerowych - wybrali§my argument -5;
- drugi na prawo od miejsc zerowych - wybraliSmy argument 3.

B e ) N O y=—(=5)° —2-(=5)+8 =7
2a 2-(-1) -2 y=-3"-2-3+8=-7
_-A_ -36 _-36_ 9 Wspétrzedne punktow: (3, -7), (-5, -7)
4a  4-(-1) -4
W = (-1, 9) T

Nanosimy punkty i laczymy
linia w ksztatcie paraboli.

2) Obliczamy wspoéirzedne punktéw przeciecia z osia
0X ( wyroznik jest dodatni, wiec mamy dwa miejsca
zerowe):

« :—b+«/X :—(—2)+\/3_6 :2+6:_4

: 2a 2-(-1) -2
. _—b—x/K_—(—2)—«/3_6_2—6_2
* 2a 2(-) -2

Punkty przecigcia z osig 0X:
(-4.0): (2.0)

Autorka: Agnieszka Jedruszek

31



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

Gdy mamy na wstepie podang postac iloczynowq albo kanoniczng:

Posta¢ iloczynowa- doktadny wykres paraboli
uzyskujemy w ten sam sposob. Potrzebujemy
tych samych kluczowych punktow. Réznice:

1) wierzcholek paraboli. Wspotrzednych wierz-

chotka nie obliczymy bezposrednio z postaci
iloczynowej. W tym celu musimy zapisa¢ wzor
funkcji za pomocg postaci ogolnej, a nastepnie
korzystajac z tej postaci, obliczamy wspotrzedne
wierzchotka, tak jak zostalo to wczeséniej przed-
stawione.

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla
miejsc zerowych).

Nie musimy ich oblicza¢! Wystarczy je odczytac
bezposrednio z wzoru w postaci iloczynowe;.

Przyktad:
y=2(x—-1)(x+3)

UWAGA - liczby zapisane w
nawisach to miejsca zero-
we ale ze zmienionym
znakiem! X; = 1, X = -3

Punkty przeciecia z osig 0X: (1, 0); (-3, 0)

Postaé kanoniczna - doktadny wykres paraboli
uzyskujemy w ten sam sposob. Potrzebujemy
tych samych kluczowych punktow. Réznice:
1) wierzcholek paraboli. Nie obliczamy wspot-

rzednych wierzchotka funkcji kwadratowe;.
Mozna je bezposrednio odczyta¢ ze wzoru:

Przyktad:
y=2(x+5) +2

UWAGA -wspoéirzedna ,,p” bedzie
miata przeciwny znak do liczby
zapisanej w nawiasie, a znak ,,q"”
sie nie zmienia: p = -5, q = 2.
W=(-5, 2)

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla
miejsc zerowych).

Miejsc zerowych nie obliczamy bezposrednio z
postaci kanonicznej. W tym celu musimy zapisaé
wzor funkcji za pomoca postaci ogolnej, a na-
stepnie korzystajac z tej postaci, obliczamy miej-
sca zerowe, tak jak zostato to wcze$niej przed-

stawione. www.matematykam.pl

SPOSOB II. Poprzez przesuwanie wykresu prostszej funkciji (tylko dla postaci kanonicznej).

Przyktad: y = —2(x + 1)2 -3
1) Rysujemy wykres prostszej funkcji (pozba-

wionej wspoélrzednych wierzchotka).
N\

y=—-2(x+1)=3)

2

y = —-2Xx
Wykres funkcji kwadratowej sktadajacy si¢ wy-
lacznie z jednego wyrazenia, jest parabolg, ktorej
wierzchotek znajduje si¢ zawsze w poczatku
uktadu wspoétrzednych: W = (0, 0).

Dodatkowo obliczamy po dwa punkty, znajduja-
ce sie na lewo i na prawo od poczatku uktadu
wspotrzednych. Wybralismy:

x=-2 (-2,-8), x=-1 (-1,-2)

(1,-2), x=2 (2,-8)

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych i
laczymy je linig w ksztatcie paraboli:

y

x=1

Autorka: Agnieszka Jedruszek

1) Przesuwamy wykres funkcji o wektor (pod-
rozdzial 7.8).

y=-2(x+1) -3

Wektor przesunigcia:
[-1,-3]

Pamietajmy, aby zmieni¢ znak
pierwszej wspoéirzednej.

Yy
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9.4 Wilasnosci funkcji kwadratowej (D, ZW. min/ max, monotonicznosé

TRESC z tablic matematycznych (w dziale: FUNKCJA KWADRATOWA):
Ramiona paraboli skierowane sa do gory, gdy a > 0, do dotu, gdy a <0.

‘0

2

»  Drziedzing funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych: D = R.
s Zbior wartosci, minimum/maksimum, przedzialy monotonicznosci

Do okreslenia tych trzech wtasnosci potrzebujemy wspdirzednych wierzchotka paraboli.

Oprocz tego, dla ulatwienia, dobrze narysowac sobie uproszczony wykres.

UPROSZCZONY WYKRES to taki, ktory rysujemy majac tylko jeden punkt - wierzchotek oraz ba-
zujac na zasadzie umieszczonej w ramce — czyli szkicujac ramiona skierowane w gore lub w dét.
Majac do dyspozycji taki wykres, wymienione wtasno$ci okreslamy, odczytujac je z wykresu (pod-

rozdziat 7.5).
Przyklad: y = —x* —8x — 11
Obliczamy wspoéirzedne wierzchotka:

A =b*—4dac =(-8)> —4-(=1)-(=11) =20

|
- i 1‘ T T

|

|

|

. “b -(-8 8 |
=" = — = |
2a 2-(-1) -2 i
~A_ =20 -20 |

q = = = = 5 |
4a  4-(-1) -4 |

|

1 Nanosimy wierzchotek i |

| | rysujemy ramiona paraboli. |

W=(-4, 5) | Dladanej funkeji beda skie- :
i 4 ' rowane w dét, bo a<0 (wy- |

4+ nosi-1). |

T |

T |

11 |

o I ,1 AN T A T A Y N S X |

|

|

|

|

|

|

9.5 Réwnania kwadratowe

/

¢ Rownania kwadratowe zupelne:

Odczytujemy wilasnosci bazujac na wykresie:

Zbior wartosci

ZW =(-o, 5)

Przedzialy monotonicznosci

f(X)¥ w przedziale <— 4, )
f(X)f w przedziale (— 00, — 4>

Minimum/maksimum

Konkretna funkcja kwadratowa, gdy nie ma
ograniczonej dziedziny, moze mie¢ albo mini-
mum, albo maksimum. Tutaj mamy do czynienia
z maksimum. Zapisujemy wigc:

f(X)max =S dlax = -4

www.matematykam.pl

Czyli rOwnania w ,.pelnej” postaci: aX2 +bx+c=0

Niektore rownania mozemy rozwiazac stosujac wzory skréconego mnozenia (pierwszy lub drugi).
Warunkiem jest oczywiscie mozliwos¢ wykorzystania ktorego$ z wzoréw (podrozdzial: 2.2).

Przyktad: x* —6x+9=0 Tu mozemy
wykorzysta¢ drugi wzor skréconego mnozenia:
(a - b)*> = a> — 2ab +b*
(x=3)"=0

Rozwigzujemy rownanie, powstate po
,pominigciu” potegi.

x—3

x=3

Autorka: Agnieszka Jedruszek

UWAGA! Réwnanie kwadratowe musimy cze¢sto najpierw uproscié
— wszystkie wyrazenia muszg znajdowac si¢ po lewej stronie, w
kolejnosci od wyrazenia z x* do liczby. Przyktad:

“2(x+1)—(x+3)" -12=2x(x-5)-12
—2x—-2—-(x>+6x+9)—-12=2x"-10x —12
—2x—-2-x"-6x-9-12=2x"-10x —12
—8x—23-x’=2x*-10x-12
—x?=2x" —-8x +10x —23+12=0
-3x*+2x-11=0
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Uniwersalng metodg jest korzystanie ze wzoréw na wyr6éznik oraz miejsca zerowe funkcji kwadrato-
wej (podrozdziat 9.1). Liczba rozwigzan jest zalezna od wyrdznika, tak jak liczba miejsc zerowych
funkcji kwadratowej. Gdy wyroznik jest wickszy od zera mamy dwa rozwigzania, rowny zero — jedno

rozwigzanie, mniejszy od zera — brak rozwigzan. Przyktad: 3x*—9x+6=0

A=b*—4ac=9"-4-3-6=81-72=9

_—b+JZ_—@%+J§_9+3_2 )(_—b—JZ_—G%—J§_9—3_
2a 2.3 6 ? 2a 2-3 6

1

X

% Rownania kwadratowe niezupelne
- réwnania: ax’ =0 - réwnania: ax’ + ¢ =0
2
Przyktad: 4x°—-16=0
Wykorzystujemy trzeci wzor skroconego mnoze-
nia (podrozdziat 2.1) — ta metoda nie zawsze

Przyktad: 6x° =0
Rozwigzaniem tego typu réwnan (niezaleznie od
wartos$ci liczby stojacej przed ,,x”) jest zawsze

|
|
|
|
|
|
|
zero: X =0 : moze by¢ wykorzystana. Warunkiem jest oczy-
. . 5 : wiscie zgodno$¢ znakow ze wzorem skroconego
—réwnanpia: ax” +bx =10 | mnozenia (lub gdy otrzymamy takie znaki mno-
Przyktad: : zgc cate rOwnanie przez -1). W przeciwnym wy-
2x> +6x=0 | padku rownanie nie ma rozwiazan (X € ).
Najpierw nalezy wytaczy¢ ,,x” przed nawias: : 4x> -16=0
_ |
x(2x+6)=0 . ' | (2x+4)(2x—-4)=0
ROZVYI&}ZU].CH"ly dwa réwnania (otrzymujemy dwa : Rozwiazujemy dwa réwnania i otrzymujemy dwa
rozwiazania): 60 | rozwigzania:
X+6= | 2x+4=0  2x—4=0
X1:0 2X:_6 : —2X:_4 2X:4
X, =-3 ! X, =2 X, =2

9.6 Nierownoséci kwadratowe www.matematykam.pl

Nieréwnosci kwadratowe rozwigzujemy w dwodch etapach. Pelne rozwigzanie przedstawimy na przy-

ktadzie: 2X° +2x—12>0
L. Pierwszy etap, to wyznaczenie miejsc zerowych, tak jakby$my rozwigzywali rownanie kwadratowe.

_—2+4100 _ ~—2-4100

A=b>—4ac=2"-4.2-(-12)=100 X, = 2 x,= -3
2:2 2:2

II Drugi etap, to zaznaczenie rozwigzania na osi 1 odczytanie przedziatow.

1) Rysujemy 0§ i zaznaczamy na niej miejsca
zerowe (kropki mogg by¢ zakolorowane lub nie,
> lub < - zakolorowane; > lub < - niezakolor.).

2) Rysujemy parabole — bardzo przyblizony
szkic. Istoty jest jedynie kierunek ramion parabo-
li (ramka — podrozdziat 9.4) .

-3 0 ‘2 X
A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| /
3) Zakre$lamy odpowiedni obszar.

Parabola moze mie¢ dwie postaci (ramiona skierowane w dot lub w gore). Na ponizszych rysunkach
zaznaczyli$my obszary dodatnie (niebieski kolor) oraz ujemne (z6tty kolor) dla obu przypadkéw.

i / + Gdy mamy znak nierdwnosci ,,mniejszy” (<) lub ,,mniejszy lub //\\
0 ] rowny” (<), zakreslamy obszar ujemny. / A3 \\
\ ‘ Gdy mamy znak nieréwnosci ,,wickszy” (>) lub ,,wickszy lub mmans
\_ / réowny” (=), zakre§lamy obszar dodatni. S \
/ / \

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Dla przyktadu:

| \Hﬂ

Inne przypadki nierownosci (7 jednym rozwigzaniem réownania lub 7 rownaniem bez rozwiqzan)

4) Odczytujemy rozwigzanie. Sg nim przedziat lub przedzialy wyznaczone
przez zakreslony obszar.

f \ Nawiasy przy liczbach (-3 i 2) sq domkniete

(_ OO, _ 3> U <2’ OO) (trojkatne), poniewaz kropki w tych punktach
sa zakolorowane.

Przykiad: _X2 _4X _4 < O Otrzymamy jedno rozwiazanie réwnania: x = -2

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych, wylaczajac jedna liczbe

-2 0 (tu liczbe: -2). Cata parabola znajduje si¢ w obszarze ujemnym (pod
0si3), oprécz jednego punktu dla x = -2, ktory znajduje si¢ na osi, co
oznacza, ze ma wartos$¢ 0. Poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wylacz-
nie warto$ci mniejsze od zera, liczba -2 do niego nie nalezy.

XeE R \ {_ 2} Wszystkie przypadki nieréwnos$ci kwadratowych, na jakie mozemy
trafi¢, sa omOwione na naszej stronie: www.matematykam.pl:
MATERIAL MATURALNY — funkcja kwadratowa
— nieréwnosci kwadratowe

10. WIELOMIANY
10.1 Dziatania na wielomianach (stopien wielomianu)

Wielomian to wyrazenie algebraiczne z jedng zmienng (x), ztozong z sumy jednomianow, w ktorym

X~ pojawia si¢ z potega naturalng (1, 2, 3...). Wielomian oznaczamy matg lub wielka literg alfabetu

(najczesciej ,,w”). Przyktad: W= 4% —x*> +5x -8
s Stopien wielomianu. Jest rtoOwny najwyzszej potedze, jaka pojawia si¢ w danym wielomianie.
Oznaczamy go: SH(W)

rzyktad:
w=-3x" +2x* +6x’ —5x -8
st(w) =5

/

< Dzialania na wielomianach

W nawiasie zapisujemy litere, ktéra oznaczony jest dany
wielomian.

www.matematykam.pl

Dziatania na wielomianach nie r6znig si¢ w zasadzie niczym od dziatan, jakie wykonujemy na innych
wyrazeniach algebraicznych. Przedstawimy je na przyktadzie dziatan na dwéch wielomianach:
w=2x"-3x>—4; u=4x"+5x’-3x"-2x
Pamigtajmy, ze wyrazenia w wielomianie nalezy uszeregowaé¢ od najwigkszej do najmniejszej potegi.
¢ Dodawanie wielomianéw. Dodajemy wyrazenia podobne.
wH+u=2x"-3x"—4+4x" +5x° -3x* -2x =4x* +7x’ - 6x* -2x -4
% Odejmowanie wielomianow. Nalezy pamictaé, aby odejmujac od siebie dwa wielomiany, drugi
zapisa¢ w nawiasie (minus przed nawiasem zmieni nam wszystkie znaki).

3 2 4 3
w—-u=2x>-3x*-4- (4X +5x° = 3X 2X) Opuszczamy nawias (pamietajmy
o zmlanle znakow)

w—u=2x"-3x"—-4-4x* -5x" +3x7 +2x = —4x* -3x’ +2x -4
% Mnozenie wielomianéw. W celu przemnozenia przez siebie dwoch wielomiandow, oba musimy
zapisa¢ w nawiasie. Mnozenie wykonujemy zgodnie z zasadami dzialan na wyrazeniach algebra-
icznych, czyli mnozymy kazde wyrazenie przez kazde.
w-u=(2x’-3x>-4)-(4x* +5x’ - 3x* - 2x)
w-u=8x"+10x°—6x" —4x* -12x° —15x" +9x* + 6x° —16x* —20x’ +12x° + 8x
w-u=8x"—2x°-21x’ +11x* —14x” +12x* + 8x

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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10.2 Zadania z parametrem

Czyli: dla jakiej warto$ci parametrow, dane wielomiany sg sobie rowne?

Przyktad: Dla jakiej wartosci parametréw a, b oraz ¢ podane wielomiany sg sobie rowne:
w=02+a)x’-3x"—4x*+2; u=8x"+2bx"-3x’-4x’-10c¢

Zadania tego typu sa do$¢ fatwe do rozwiagzania. Aby dwa wielomiany byly identyczne, musza mie¢
takie same wspotczynniki liczbowe. Uktadamy kilka rownan. Jedno rownanie powstaje poprzez przy-
rownanie do siebie tych samych wspotczynnikow.

Dla przedstawionego przyktadu, bedziemy mieli trzy rownania

Pierwszy parametr (a) znajdu- i

je sie ,przed” x° w pierwszym
wielomianie, dlatego przyrow-
nujemy do siebie wyrazenia
znajdujace sie przed x° w obu
wielomianach, czyli:

Drugi parametr (b) znajduje sie ,,przed”
x* w drugim wielomianie, dlatego przy-
rownujemy do siebie wyrazenia znajdu-

Trzeci parametr (c) to wartosé
wyrazenia liczcbowego (bez x).
Przyrownujemy do siebie takie
wyrazenia z obu réwnan:

2 oraz -10c.

|
|
| |

|

: jace sie przed x* w obu wielomianach. |

I UWAGA: skoro w pierwszym wielomianie |

| nie ma takiego wyrazenia, to znaczy, ze :

2 + aoraz8. | wynosi ono 0! Mamy wiec: 0 oraz 2b. |
: |

| |

| |

| |

| |

2+a=8 2b=0 —-10c=2 /+(-10)
a=8-2 b=0 1
a=6 €=

5

10.3 Rozktad wielomianu na czynniki

Rozktadajac wielomian na czynniki, mamy do dyspozycji kilka metod. O wyborze metody lub metod

jakie zastosujemy, decyduje posta¢ danego wielomianu.

L. Wylaczanie wspdlnego czynnika przed nawias (podrozdziat 2.3).

WARUNEK: ,.x” musi pojawia¢ si¢ w kazdym wyrazeniu (jednomianie). www.matematykam.pl

Przyktad: Przed nawias wylaczamy czynnik ztozony z:
- wspélnego dzielnika wspétczynnikéw liczbowych (tutaj 5),
- najnizszej potegi ,,x” (tutaj x*).

6 5 4 4.2
w =5x"+10x" —15x" = 5x (x +2x—3)
Wyrazenia w nawiasie ustalamy tak, ze gdybyémy przemnozyli je przez

czynnik wytaczony przed nawias (5x%), otrzymalibyémy to co byto na poczatku.
Przyktadowo: Drugie wyrazenie wynosi 2x bo 5x*2x = 10x°.

I1. Wykorzystanie wzordéw skroconego mnozenia w celu zamiany sumy na iloczyn (2.1 1 2.2).
WARUNEK: wielomian musi mie¢ forme odpowiadajaca ktoremus$ ze wzordéw skroconego mnozenia

(odpowiednia liczba wyrazen i odpowiednie znaki).

Przyktad:

UWAGA: Liczba wyrazen i znaki sugeruja mozliwos$¢ wykorzystania az dwéch wzoréw - piatego albo széstego:

(a+ b)(a-b) =a2-b?% a-b3=(a-b)(a?+ ab +b?). Poniewaz potega dzieli sie przez 3, wykorzystujemy drugi wzér.
3 2

w=8x"—-27=(2x-3)4x*+6x+9)

a - b3 = (a-b)(a®+ ab +b?)
Pierwsze wyrazenie to ,a” podniesione do potegi trzeciej. Jezeli a®> = 8x3, to a = 2x.
Drugie wyrazenie to ,b” podniesione do potegi trzeciej. Jezeli b®> = 27, to b = 3.

II1. Zamiana na postaé iloczynowg funkcji kwadratowej (podrozdziat 9.2).
WARUNEK: Wielomian musi mie¢ posta¢ trojmianu kwadratowego.
Prg[klad: Ze wzorow obliczamy:

5 1) wyréznik — A; 2) miejsca zerowe 3) zapisujemy postac iloczynowa:
w=2x" —-6x-8 a(x-x1)(x-xz) lub a(x-x0)? (gdy nie ma miejsc zerowych nie istnieje postaé iloczynowa).

_—(6)+V100 _,  _~(-6)-~100 _
22 TP 220

A=(-6)"-4-2.(-8)=100 X,
w=2(x—-4)(x+1)

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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IV. Grupowanie wyrazen
WARUNEK: Liczba wyrazen musi by¢ parzysta (minimalnie cztery wyrazenia). Przyktad:

3 2 Laczymy wyrazenia w pary - pierwsze z drugim wyrazeniem oraz
W =4x" —8X" —=3X+60 trzeciez czwartym.

1) Kazda pare traktujemy jak osobne wyrazenie. Kazde z nich przeksztatcamy
3) wylaczajac czynnik przed nawias.

UWAGA: Czasem moga pojawic sie problemy ze znakami i w drugim nawia-

; \ sie moga pojawic sie przeciwne znaki. Dla wyeliminowania tego problemu,

2 najlepiej wytaczanie przed nawias, przeprowadzi¢ w kolejnosci:
w = 4x (X - 2) - 3(X - 2) 1)]W\F/)l§3:za‘r,113 czvnnii przed nawiaspw pl:i)erwszei parze. ’
\ f 2) Przepisujemy uzyskany nawias.
3) Ustalamy czynnik przed nawiasem dla drugiej pary (tutaj bedzie to -3
2) oniewaz: -3-x =-3x oraz (-3):(-2)=6.

= (4 2 3 2 Zapisujemy dwa nawiasy: pierwszy powstaje poprzez ,,zebranie” wyrazen
w=(4x"-3)(x-2) k : . . :
przed nawiasami, a drugi jest uzyskanym, wspolnym nawiasem.

Wielomian rozkladamy az do momentu, gdy w Zadnym nawiasie nie ma zmiennej ,,x” podniesionej do
jakiejkolwiek potegi. Ponadto, poza nawiasami jedynym dziataniem jakie moze istnie¢, jest mnozenie.
UWAGA! Przeksztalcenie wielomianu do tej formy nie zawsze bedzie dla nas wykonalne. W takim
przypadku konczymy rozktad wielomianu, gdy ,,juz nic wigcej nie da si¢ zrobic”.

www.matematykam.pl

10.4 Rownania wielomianowe , . . , o .
Il Czasem konieczne jest przeksztalcenie rownania do odpowiedniej postaci.

Aby rozwigza¢ rOwnanie wielomianowe,  Wszystkie wyrazenia powinny znajdowaé sie po lewej stronie w odpowiedniej
nalezy wykona¢ dwie czynnosci: kolejnosci (od najwigkszej do najmniejszej potegi).
L. Roztozy¢ réwnanie na czynniki, tak jak to zostato przedstawione w poprzednim podrozdziale.

Przyktad: — 2x* —6x” +20x> =0 Po dokonaniu rozktadu na czynniki otrzymamy:
-2x*(x=2)(x+5)=0

I1. Rozwigza¢ kilka réwnan, przyréwnujac kazdy z czynnikow do zera.
-2x°(x=2)(x+5)=0

-2x’=0 x-2=0 x+5=0
x, =0 X, =2 X, =5

Powyzsze réwnanie wielomianowe ma trzy rozwigzania: -5, 0, 2.

UWAGA: W przypadku rownan wielomianowych nie jest konieczne rozktadanie na czynniki do sa-
mego konca. Wystarczy, ze otrzymamy czynniki, ktore po przyréwnaniu do zera dadza rownanie moz-
liwe do rozwigzania. Przyktad:

4 3
X +x —8x—-8=0
3
X (x+1)-8(x+1)=0
3 _ Na tym etapie mozemy zakonczyé. Wprawdzie w pierwszym czynniku mamy
(X _8)(X + 1) - 0 potege 3, ale otrzymamy réwnanie: x> — 8 = 0, ktére mozemy rozwiazaé.

X3—8=O x+1=0
x' =8 x, =-1
X, =2

Krotnosé rozwigzania jest rowna potedze, do jakiej podniesiony jest czynnik, z ktorego je otrzymali-
$my. Przyktadowo: Rozktadajac na czynniki wielomian w rownaniu otrzymali$my:
x'(x+5)*(x-8)=0

x*=0 x+5=0 x-8=0

x, =0 X, =-5 X, =8

L, L, L, UWAGA: Gdy nie ma zadnej potegi, to znaczy, ze
krotnoéé¢: 4 krotno$é: 2 krotnosé: 1 ’ '

krotnos¢ wynosi 1.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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10.5 Pierwiastek wielomianu

Pierwiastek rownania czy funkcji, a w naszym wypadku wielomianu lub rdéwnania wielomianowego,
to rozwigzanie tego rownania.

Gdy w zadaniu pojawia si¢ polecenie podania pierwiastkow wielomianu, nalezy rozwigza¢ rdwnanie,
przyrownujac wielomian do zera. Otrzymane rozwigzania sg pierwiastkami wielomianu.

Przyktad: Oblicz pierwiastki wielomianu:

W = 2)(5 — 8)(3 Przyrownujemy wielomian do zera i rozwiqzujemy powstate
réwnanie, tak jak przedstawiliSmy to w poprzednich podroz-
dziatach. Ostatecznie otrzymujemy rozwiazania:

x, =0 x,=-2 x,=2
Pierwiastkami wielomianu sg liczby: -2, 0, 2.
Gdy pojawia si¢ polecenie sprawdzenia, czy dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu, podstawiamy
dang liczbe za ,,x” w wielomianie. Dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu, jezeli otrzymamy wy-
nik zero.

Przyktad 1. Sprawdzimy, czy liczba -3 jest pier-
wiastkiem wielomianu:

Przyktad 2. Sprawdzimy czy liczba 2 jest pier-
wiastkiem wielomianu:

U3 Podstawiamy -3 za ,x" i _ 5 2 Podstawiamy 2 za ,x" i
W =X +3x-64 obliczamy. W =2x" —4x" - 24x obliczamy.

|
|
|
|
|
|
3 5 2
w=(-3)"+3-(-3)+64 =28 : w=2:2"-4.2"-24-2=0
Otrzymany wynik jest rézny od zera. W zwiazku z tym |
liczba (-3) nie jest pierwiastkiem wielomianu. |
|
|

Otrzymalismy wynik zero. W zwigzku z tym
liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu.

Liczba -3 nie jest pierwiastkiem wielomianu. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu.

11. FUNKCJA WYKYADNICZA

11.1 Wyrazenia wykladnicze

Wyrazeniem wykladniczym jest kazde wyrazenie ,,zlozone” z podstawy potegi i wyktadnika potegi.
Przyklady: 2°, (-2)°, a°, x*

W tym rozdziale interesujg nas wyrazenia wyktadnicze, ktorych podstawa jest wartoscig liczbowa, a
potega zawiera zmienng (oznaczang symbolem literowym).

Przyklady: 272, (—6)*

% Dzialania na wyrazeniach — wykorzystujemy wzory na potegi (podrozdziaty 1.1 1 1.2).

Przyk{ad: Wykorzystujemy wzory (8i9).
ieni i 3 1 3 1.3
Zamieniamy pier- Za ~a Za —a+>a
i 4
wiastek na potegeq/3" .34 34 .34 344 3 www.matematykam.pl

37221 ;37321 - 372a7(73a) - 372a+3a - 38

11.2 Réwnania wyktadnicze

Réwnanie wyktadnicze, to rownanie, w ktorym niewiadoma znajduje si¢ w potedze.
Przyktad: 32X+l -37=-10. Wykonujemy trzy clzynnos'ci:

I. Przenosimy wyrazenia z ..x”’ na lewo, a liczby | I Eliminujemy podstawy poteg. Wystarczy
na prawo. Dla przedstawionego przyktadu:

37 =-10+37

teraz rozwigza¢ rownanie, jakie powstanie po
przyrownaniu do siebie samych wyktadnikow.

|
|
|
|
|
32x+l — 27 | 3'@ — ?l
.. . . . |
II. Zapisujemy po prawej stronie taka sama licz- | 2x+1=3
be, jaka znajduje si¢ po lewej, podnoszac ja do : 2x =3-1
okre$lonej potegi. : 2x =2 /=2
37 =3 bor3i=27 : x=1
|

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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11.3 Wykres funkcji wyktadniczej
Funkcja wyktadnicza zawiera we wzorze ,.x” w potedze. Przyktad: f(x) = 15"

Wyrdézniamy proste przypadki i bardziej skomplikowane.

‘0

»  Proste przypadki
Wzoér sktada si¢ z liczby podniesionej do potegi ..x°. Wyrézniamy funkcje, ktdére majg w podstawie
liczbe wigksza od 1 oraz funkcje, ktore maja w podstawie utamek. Wykresy funkcji obu typow zawsze
przechodzg przez punkt (0, 1).

Funkcja majgce w podstawie liczbe

wiekszq od 1.

Przyktad: f(x) = 2"

Aby narysowaé wykres funkcji w pierwszej ko-

lejnosci tworzymy tabele zawierajgcg punkt
(0, 1) oraz par¢ punktéw potozonych na lewo od

Funkcje majgce w podstawie utamek.

Przyktad: f(x) = (%)

Postgpujemy doktadnie w ten sam sposéb, jak dla
funkcji majgcej w podstawie liczbe wigksza od 1.

tego punktu, oraz pare potozonych na prawo. 31-21-1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘
Punkty na Punkty na prawo
lewo od (0,1).  od (O, 1). y‘8‘4‘2‘1‘%‘%‘%‘
x -3/-2]-1]0 1]2]3]

yisl 31 2]4]8]

Nastepnie zaznaczamy punkty w uktadzie wspot-
rzgdnych i faczymy je linia. UWAGA: Linia
wykresu nie moze przecia¢ osi 0X.

X
T N
I T

I Y B
L e

I
L
0

www.matematykam.pl

‘0

e Bardziej skomplikowane przypadki
Funkcje wymagajace przesuwania prostszych przypadkéw wzdtuz osi uktadu.
Przyklad: f(x)=2""-4

W celu narysowania powyzszej funkcji, w pierwszej kolej-
nosci rysujemy prostsza funkcje:

f(x)=2"

Nastepnie przesuwamy wykres o okreslony wektor (pod-
rozdziat 7.8). Funkcje f(x) = 2% bedziemy przesuwaé o

19 wektor: [1, -4]. PRZYPOMINAMY:
f(X) = 2 pierwsza wspotrzedna zmienia znak.

UWAGA! W prostych przypadkach linia wykresu nie prze-

cina osi 0X. Teraz nie przecina poziomej prostej potozonej
na danej wysokosci. W rozpatrywanym przyktadzie wykres
przesuwamy o 4 jednostki w dol, dlatego dana prosta bedzie
znajdowac si¢ na wysokosci -4 (bedzie miata wzor: i
y = -4). Jest to tak zwana ASYMPTOTA POZIOMA.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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11.4 Wtasnosci funkeji wyktadniczej

Powinnismy potrafi¢ okresli¢ pig¢ podstawowych wtasnosci: 1) dziedzina funkcji, 2) zbidr wartosci,
3) monotoniczno$¢, 4) miejsce zerowe, S) asymptota. Wiasnosci danej funkcji wyktadniczej najpro-
Sciej okre§limy na podstawie wykresu, ktorego rysowanie przedstawili$my w poprzednim podrozdzia-

le (odczytywanie wiasnos$ci funkcji na podstawie wykresu przedstawiliSmy w podrozdziale 7.5). Wy-
jatek stanowi miejsce zerowe. Wykres umozliwi nam jedynie oceng, czy miegjsce zerowe istnieje.

Przyklad: Funkcja z poprzedniego podrozdziatu, o wzorze: f(x)=2*" -4

1) Dziedzina funkcji — dziedzing funkcji wyktad-

niczej jest zbior liczb rzeczywistych.
D=R

2) Zbioér wartosci

ZW = (-4, ©)

3) Monotoniczno$é

f (x) A - funkcja jest rosnaca.

12. LOGARYTMY
12.1 Istota logarytmu

4) Miejsce zerowe — wykres umozliwia nam
,»ocene” czy miejsce zerowe istnieje, cho¢ nie jest
do tego konieczny. Miejsce zerowe ma ta funkcja
wyktadnicza, ktérej wzor wskazuje na to, ze pod-
czas rysowania przesuwalibysmy w dét. Miejsce
zerowe obliczamy podstawiajac za ,,y” wartos¢
zero (podrozdziat 7.4). Otrzymujemy roéwnanie
wyktadnicze (podrozdziat 11.2).

25 —4=0
2% =4

¥t =22 www.matematykam.pl
x—1=2
x=3

5) Asymptota — funkcja wyktadnicza ma zawsze
asymptote pozioma o wzorze w postaci y = c.
Warto$¢ ¢ jest rowna liczbie jednostek, o jakie
przesuwamy w pionie wykres podczas rysowania
(poprzedni podrozdziat). Gdy nie wykonujemy
przesuwania w pionie, asymptotg jest o§ 0X i ma
wzor: y = 0.

We wzorze danej funkcji, za przesuwanie w pionie, odpowie-

dzialna jest wartos¢ -4. Pozioma przerywana prosta (asympto-
ta) znajduje sie wiasnie na tej wysokosci, dlatego ma wzoér:

y=—4

logc=bea"=c

TRESC z tablic matematycznych (w dziale: LOGARYTMY):
Niecha>01a# 1. Logarytmem log,c liczby ¢ > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik b potegi, do ktdrej nalezy podnie$¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe c:

10g a b ——»  liczba logarytmowana

:

podstawa logarytmu

Przyktady:
log,8=3 bo: 2> =8

logﬁ 2=2 bo: (v2)?= 2

Ponadto warto zapamigtac, ze:
log,a=1 Poniewaz: a' = a

loga 1=0 Poniewaz: a°=1

Autorka: Agnieszka Jedruszek

Przyktady:
log,6=1

logs1=0
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Gdy logarytm nie ma zapisanej podstawy, oznacza to, ze wynosi ona 10.

logQ4 "

Przyktad: logl 00=2

12.2 Réwnania logarytmiczne
Rozwigzanie rownania z logarytmem, sprowadza si¢ przede wszystkim do usunigcia z nich logarytmu
(cho¢ rownania pierwszego typu mozemy rozwigza¢ w alternatywny — prostszy sposob). Rownanie

przeksztatcamy zgodnie z istotg logarytmu:

log. b=c
a‘’=b

TYP_I - niewiadoma znajduje sie :
w wyniku logarytmowania. Po
usuni¢ciu logarytmu, otrzymujemy
wigc rownanie wyktadnicze (pod-
rozdziat 11.2).

Przyktad:
log, 64 =2x
2> = 64
22x — 26
2x=6 /+2
x=3

Alternatywny sposob tylko dla
tego typu, polega na wykonaniu

logarytmowania:

log, 64=2x
6=2x /+2
x=3

TYP_II — niewiadoma znajduje si¢ |

w podstawie logarytmu. Po usu-
nieciu logarytmu, niewiadoma
bedzie znajdowac si¢ w podstawie
potegi. Otrzymujemy wigc rowna-
nie liniowe, kwadratowe lub wie-
lomianowe (podrozdziaty: 9.5 i
10.4).

Przyktad:
log, 81=3

W tym typie rOwnania, nalezy naj-

pierw okreci¢ dziedzine, poniewaz

podstawa logarytmu musi spetniaé

warunki:

podstawa >0 i podstawa # 1
3x #1

3x >0
x>0 Xig

Stad: X € (O,oo)\%

Rozwigzujemy réwnanie:

log, 81=3
(3x)’ =81
27x’ =81 /+27
X’ =

3
x =13

Sprawdzamy czy rozwigzanie
nalezy do dziedziny.

Tu nalezy, a wigc jest to ostateczne
rozwigzanie roOwnania.

12. 3 Sposéb na trudniejsze logarytmy

Z ponizszego sposobu postepowania mozemy korzysta¢ zawsze, ale bardzo przydatny okazuje si¢
dopiero przy do$¢ skomplikowanych logarytmach. Przedstawimy go na przyktadzie:

log , 545
gi‘fs

Autorka: Agnieszka Jedruszek

bo: 10% = 100

www.matematykam.pl

W zaleznosci od tego, gdzie znajduje si¢ niewiadoma otrzymujemy rownanie wielomia-
nowe, kwadratowe, liniowe albo wykladnicze. Mozemy wyréznié trzy podstawowe
typy, w sytuacji gdy ,,x”’ znajduje si¢ tylko w jednym miejscu.

TYP III- niewiadoma znajduje
si¢ w wielko$ci logarytmowane;.
Po usunigciu logarytmu, niewia-
doma bedzie znajdowac si¢ po
prawej stronie rownania. Otrzymu-
jemy wiec rownanie liniowe, kwa-
dratowe lub wielomianowe (pod-
rozdziaty: 9.5 110.4).

Przyktad:

log,(x+1)=2

W tym typie rownania, nalezy naj-
pierw okreci¢ dziedzing, poniewaz
liczba logarytmowana musi spetnia¢
warunek:

liczba logarytmowana >0

x+1>0
x> -1
Stad: X € (—1,0)

Rzowigzujemy rownanie:

log,(x+1)=2

5 =x+1
25=x+1

—-x=1-25

-x=-24 /(1)
x=24

Sprawdzamy czy rozwiazanie
nalezy do dziedziny.

Tu nalezy, a wigc jest to ostateczne
rozwigzanie rownania.
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Otrzymali$my réwnanie loga-
, . , . . 3 _ rytmiczne pierwszego typu
Tworzymy rownanie, przyrownujgc logarytm do x: logi% 5 \/g =X (poprzedni podpunkt).

25 ROZWIAZUJEMY ROWNANIE.

3/g _
logi%S\/g—x 7.4 /.(_ﬂ)
25 4 3 7

(5)-

|

()]
(98]

>

| |
: |
| |
25 | BERD 11 | :i(_ij
1 4x 1 : 5 4 -53 i 316 7
1
257 .54 =5.53 : ; | : X = ——
| -1=x 1 21
1\X 1 : 54 =57 :
- = |
(52)1,54 —-5.53 : —1§X=11 :
: 4 3 |
|
. 3 __E
Tak wiec: log;S%S\/_— Y

12.4 Wzory iich wykorzystanie

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: LOGARYTMY):
Dla dowolnych liczb x > 0, y > 0 oraz r zachodzg wzory:

log,(x-y)=1log, x+log,y log, x" =r-log, x

log, X log, x —log, y
y

Przyktady wykorzystania powyzszych wzoroéw:

log,(4-16) =log,4+log,16=2+4=6  log ;25" =3-log,25=3-2=6

10g3 % = 10g3 3— 10g3 81=1-4=-3 www.matematykam.pl

Wszystkie przedstawione powyzej wzory mozemy wykorzystywac takze w ,,drugg strone”.
Gtownie dotyczy to dwoch pierwszych wzordw, ktore bedziemy wykorzystywac ,,kaczac” dwa loga-
rytmy w jeden. Robimy to w dwoch celach: 1) ulatwienie logarytmowania,

2) umoZliwienie logarytmowania — gdy pojedyncze logarytmy sa do obliczenia tylko za pomoca kal-
kulatora. Przyktad:

log,50 —log, 2 =10g.(50 +2) =log,25=2

Nie jesteSmy w stanie wykonac logaryt- Otrzymalismy logarytm

mowania, zarowno w przypadku pierwsze- mozliwy do obliczenia.

go, jak i drugiego logarytmu. Wykorzystu-
jemy wzér (w ,druga strone”):

log.b - log.c = Iogag

13. WYRAZENIA WYMIERNE

Wyrazenia wymierne, to iloraz dwoch wielomianéw. Przyktady:
2x° —5x7 11 6x* —3x’
7x*=5x1 +3x, 12x7—2x+3 3

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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13.1 Dziedzina wyrazenia

Zanim wykonamy jakiekolwiek dziatanie na wyrazeniach wymiernych, musimy okresli¢ dziedzing
wyrazen! Przypominamy: w mianowniku nie moze znajdowac si¢ zero, dlatego z dziedziny, wyklu-
czamy miejsca zerowe mianownika (podrozdziat 7.3). Sprowadza si¢ to do obliczenia rownania:
mianownik # 0. Rozwigzaniem rownania sg liczby, jakie wykluczamy z dziedziny. Przyktad:

4x* +5x°

3x—12
L. Zapisujemy i rozwigzujemy rownanie. : II. Zapisujemy dziedzine, ktora bedzie zbior
3Ix—12#0 : liczb rzeczywistych (R) z wytaczeniem rozwia-
Ix 212 /=3 : zan rOwnania.
x#4 | D=R\{4}

Ponadto gdy mamy do czynienia z dziataniami na wyrazeniach wymiernych (opisane w dalszej czesci
rozdziatu — podrozdziat 13.3), okreslamy dziedzing dla catego dziatania.

UWAGA! Gdy mamy do czynienia z dzieleniem, nie tylko mianowniki muszg by¢ rézne od zera, ale
takze licznik dzielnika (wyrazenie przez ktore dzielimy).

2x°-20 12 —2x—12 [ e e
Bk T T 50 5x+10
3x20 | 2x*-50%0 | Sx+10#0 | —2x—12#0
x #0 1 2x*250 /+2 | Sx#-10 /+5] —2x #12 /+(=-2)
| x* 225 | X #-2 | X #—6
| | |
I I

X5 v x#5 |

Po rozwigzaniu rownan, otrzymalismy liczby: -6, -5, -2, 0, 5. Dziedzing
D=R\ {— 6, —5, —2, O, 5} bedzie wiec zbioér liczb rzeczywistych minus zbior, zawierajacy okreslone
liczby - (R\{-6,-5, -2, 0, 5}).

13.2 Upraszczanie wyrazenia www.matematykam.pl
Upraszczanie wyrazen przedstawimy na przyktadzie.
Przyktad: Okre§lamy dziedzing:
6x*+18x° X +2x-3%0
Caox—3 A=2-4.1.(-3)=16 L e L L L
2-1 2.1
D=R\{-3, 1}

II. Wykonujemy skracanie tam gdzie jest to
mozliwe.

6x’(x+3) _ 6%’
Mx—l)_x—l

I. Rozkladamy na czynniki licznik i mianownik
— w liczniku 1 mianowniku mamy wielomiany

(podrozdziat 10.3).
6x*+18x°  6x°(x+3)
x*+2x-3 (x+3)(x-1)

13.3 Dzialania na wyrazeniach wymiernych

s Dodawanie i odejmowanie
Przedstawimy na przyktadzie:

4x 4 Okreslamy dziedzing:
4 - ) x—4=%0 x+2#0
X— X+ X #4 X# -2
D=R\{-2, 4}

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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L. Doprowadzamy wyrazenia do wspdélnego mianownika, ktéry najczesciej bedzie iloczynem mianow-

nikéw dodawanych/odejmowanych wyrazen. W efekcie musimy pomnozy¢ licznik i mianownik przez
okreslone wyrazenie.

4x 4 A&x(x+2) 4Ax-9
X—4 x+2 (x-4)(x+2) (x—4)(x+2)

Wspoélnym mianownikiem bedzie iloczyn: (x - 4)(x + 2)
W zwiazku z tym licznik i mianownik : - pierwszego wyrazenia mnozymy przez (x + 2),
- drugiego wyrazenia mnozymy przez (x — 4).

II. Dodajemy wyrazenia. Liczniki odejmujemy/dodajemy, wspolny mianownik przepisujemy.
4x(x+2) 4x-4) _A&x(x+2)-4x-49
(x—-4)(x+2) (x—-4)(x+2) (x—4)(x+2)

II. Wykonujemy wszelkie dziatania w liczniku. Dzialania w mianowniku nie wykonujemy! Zosta-
wiamy je, tak jak jest, az do momentu gdy bedziemy upraszcza¢ wynik.

4x(x+2)—4(x - 4) 4x° +8x—4x+16 _ 4x° +4x+16
(x—-4)(x+2) (x—4)(x+2) (x 4)(x+2)

Upraszczamy otrzymane wyrazenie:

Tego wyrazenia nie da sie uprosci¢, poniewaz licznik jest nierozktadalny.
4X2 +4x+16 4(X2 + X+ 4) W nawiasie mamy wprawdzie réwnanie kwadratowe, nie ma ono jednak

= postaci iloczynowej, poniewaz obliczony przez nas wyréznik okazat sie
(x—-4)(x+2) (x—4)(x+2) vuiemny:

A=12-4-1-4=1-16=-15

|UWAGA' Nie zawsze wspolny mianownik musi powstawac poprzez mnozenie przez siebie mianownikow wy-|

razen zawartych w dzialaniach. Niekiedy wystarczy zmieni¢ mianownik tylko w jednym wyrazeniu.
x—1 x? x—1 2x - x2 Tu wspélnym mianownikiem moze by¢ wyrazenie:

|
|
|
: + + 2x(x + 6). W zwigzku z tym wystarczy pomnozy¢
|
|

2X(X + 6) X+6 ZX(X + 6) ZX(X + 6) drugie wyrazenie przez 2x.

»  Mnozenie
Mnozymy tak jak utamki zwykte: licznik przez licznik, mianownik przez mianownik.
UWAGA! Tylko zapisujemy mnozenie, ale go nie wykonujemy. Po zapisie mnozenia od razu prze-
chodzimy do upraszczania otrzymanego wyrazenia!
Przyktad:

5 Okreslamy dziedzine:
X =25 . 3x X_Ezg X +§ z 25 www.matematykam.pl
x—8 Xx+5
D=R\{-5, 8}
2 _ 25 3X (X _ 25) 3X Zapisujemy mnozenie na wspolnej kresce utamkowej:

- licznik przez licznik,
X—8 x+5 (X — 8)(X + 5) - mianownik przez mianownik.

Upraszczamy otrzymane wyrazenie:
(x?=25)-3x _ (X+)(x—-5)-3x _3x(x-5)
(x=8)(x+9) (x —8)x+5) x—8

‘0

s Dzielenie
Zamieniamy dzielenie na mnozenie i obracamy drugie wyrazenie. Dalej postepujemy tak jak w przy-
padku mnozenia.

Przyktad: Okreslamy dziedzine: Pamictaimy, 26 w preypad-
6X2 - 7 X 3X 2x#0 X+4#0 3x#0 ku dzieleniallicznik drugiego
-~ x#0 X #—4 Xx#0 \wyrazenia (3x) takze ma
2X(X + 4) X+4 D=R\ {_ 4, 0} byé rézny od zera!

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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6x’ =7  3x _ 6x =7 x+4_(6x"-T)(x+4)
2x(x+4) x+4 2x(x+4) 3x 2x(x+4)-3x
Upraszczamy wyrazenie:

(6x> —T)(x+4) 6x =7 6x’—7
2x(x+4)-3x  2x-3x 6x”

13.4 Réwnania wymierne

W pierwszej kolejnosci przeksztatcamy rownanie, tak aby wyeliminowac z niego wyrazenie wymier-

ne. W efekcie mamy do rozwigzania rownanie liniowe, kwadratowe lub wielomianowe (podrozdziaty:

9.5110.4). UWAGA! Po rozwigzaniu rownania, sprawdzamy czy otrzymane liczby nalezq do dzie-

dziny. Jezeli nie, to dana wartos¢ nie jest rozwigzaniem rownania.
& Proste proypadki www.matematykam.pl
- g jednym wyraieniem wymiernym i licz-

bg/wielomianem;

- 7 Jednym wyraZeniem wymiernym i zerem;

Tu po wyznaczeniu dziedziny, pomijamy mia-

SPRAWDZAMY, czy otrzymana liczba
nalezy do DZIEDZINY - tu nalezy, a
wiec jest rozwigzaniem rownania.

Od tego momentu obliczamy réwnanie metoda przyjeta
dla konkretnego typu. Na koficu pamietajmy, aby
sprawdzié, czy otrzymane wyniki naleza do dziedziny!

|
|
gowrll(iikaPrzyréwnujemy do zera sam licznik. i PrzySkiad: : Okreslamy dziedzine:
ﬁ Okreslamy dziedzine: i M =2x —4 X +Z z 97 D=R\ {_ 7}
2 (0 5x+10=0 | x+7
5x+10 sx=-10 D=R\{-2} : Przeksztalcamy rownanie, mnozac przez mia-
x#=2 : nownik wyrazenia wymiernego:
Przyréwnujemy do zera sam licznik: | 6x° —2x2
2x—16=0 | ———=2x-4 /(x+7)
I X+7
2x=16 /=2 | 6x’ —2x" = (2x—4)(x +7)
x =38 |
|
|

- z dwoma wyraZeniami wymiernymi. RoOwnanie przeksztatcamy metodg ,,na krzyz”. Aby bylo to
mozliwe wyrazenia musza znajdowac si¢ po dwoch stronach znaku rownosci. Przyktad:

2X x—1 0 Okredlamv driedai 2x4+2#0 120 DoR\L1)
- = resiamy dziedzine: _ X = _
2x+2  x+1 e x %1

Przenosimy jedno z wyrazen na prawo, tak by jedno wyrazenie znaj-
dowalo sie po lewej stronie i jedno po prawej.

X - X _1 Teraz mozemy zastosowaé¢ metode ,NA KRZYZ".
Pamietajmy, aby ztozone wyrazenia (np.: 2x+2) zapisa¢ w nawiasie.
2x+2 x+1 etajmy, aby y (np ) zap

Od tego momentu obliczamy réownanie, metoda przyjeta dla konkretnego typu. Na
X(X + 1) = (X—l)(2X+2) konncu pamietajmy, aby sprawdzi¢, czy otrzymane wyniki naleza do dziedziny!

% Trudniejsze przypadki
Roéwnania z kilkoma wyrazeniami (w tym wymiernymi, liczbami oraz wielomianami). Wymagaja one
czesto kilku dziatan, aby w rezultacie otrzymac tylko dwa wyrazenia. Od tego momentu bedziemy
mieli do czynienia z jednym z prostszych przypadkow.

Przykiad: Okreslamy dziedzine:
5x+10 2x-3 3x+4 x—1#£0 2x #0
1 - 4 :X_6+2— x#1 x#0

x= X D=R\{0, 1}

Przeksztalcamy rownanie:
Musimy doda¢/odja¢ od siebie wyrazenia po obu stronach znaku réwnosci.

Autorka: Agnieszka Jedruszek

45



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

5x+10 2x-3 3x +4
— =x—-6+
x—1 4 2x
45x +10)  (2x=3)(x-1) _ 2x(x—6) N 3x +4
4(x —1) 4(x —1) 2x 2x
45x+10)-(2x -3)(x—-1)  2x(x—-6)+3x+4
4(x —1) 2x

W ten sposob otrzymaliSmy prostszy przypadek z dwoma wyraZeniami wymiernymi.

14. FUNKCJA WYMIERNA
Wzor funkcji wymiernej mozna zapisac:
a
y=——+c
x—b - gdzie a, b, ¢ to wspolczynniki liczbowe, przy czym b oraz ¢ moga wynosi¢ zero.
Przyktady:
2 6 8 6
y=——,t5. y=_., y=—. y=_+7
x—4 X x—-9 X

14.1 Wykres
Bezposrednio rysujemy jedynie wykres najprostszego przypadku funkcji wymiernej (gdy bic

a
wynoszg zero): Y =— Przyktad: y =— www.matematykam.pl
X X

Wykres jest dwuczesciowy. Aby narysowaé petny wykres, musimy wyznaczy¢ kilka punktow:
- dla argument6w ujemnych: w tym dla : - dla argument6éw dodatnich: w tym dla przy-
przynajmniej dwoch utamkowych, dla -1 I najmniej dwoch utamkowych, dla 1 oraz dla

oraz dla dwoch argumentow catkowitych, : dwoch argumentow catkowitych.

Otrzymamy dwie grupy punktow. W zaleznosci od znaku wspotczynnika a, beda one zgromadzone w
11 IIT ¢wiartce uktadu (gdy a jest dodatnie) lub w 111 IV ¢wiartce (gdy « jest ujemne).

Przyktad dla a > 0: yzi | Przyklad dla a < 0: yz—i

|
x|-42 -1l 3[4|d 5 24 x4l 4343 1]2]4
v A2 2 TR Ly 332 a2 ]

Z potaczenia dwoch grup punktéw powstang dwie czesci wykresu. Kazda z nich bgdzie miata ksztatt tzw. hiperboli,
czyli tuku, ktorego konce beda si¢ ciagnety wzdtuz osi 0X oraz 0Y, zblizajac si¢ do nich (nie moga ich przeciac).

T T T T T T T T

Autorka: Agnieszka Jedruszek

46



Kompendium do pobrania na stronie:

www.matematykam.pl
Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

Skoro czesci wykresu dgza do jakiejs prostej, mamy do czynienia z asymptotami funkcji:
- asymptotq poziomg jest 0 0X, wzor asymptoty: y = 0,
- asymptotq pionowq jest 0$ 0Y, wzor asymptoty: x = 0.

% Trudniejsze przypadki
Rysujemy, przesuwajac wzdtuz osi uktadu wspotrzednych wykresy prostszych przypadkow.

1
Przyktad: y =——+3
X—2

L. Rysujemy wykres funkcji, uproszczonej przez ASYMPTOTY pionowg i poziomg przesuwamy
wraz z wykresem funkc;ji.
Dla rozpatrywanego przyktadu:

- asymptota pozioma b¢dzie znajdowala si¢ na

pominigcie wspotczynnikow bic: Yy = —
X

|
|
|
|
|
|
| L.
| wysokosci 3: y=3,
: - asymptota pionowa, bedzie znajdowac si¢ w
| miejscu argumentu 2: X = 2.
|
: vy 1
| 1 i
| |
X I ) !
f } } | ‘! T T T I T
| asymptota pozioma -+
| =3 4
4 | y 4 :
i | Ssmmm———— —— ] | T e
B | e x=2 asymptota pionowa
I | 14
B | I | | [ j\' . x
| I !IO\‘I\II\IIIII
II. Nastepnie przesuwamy go o wektor. : T
1 7>\ PRzvPOMINAMY: ' -
y = 7\(4- 3 ) Pierwsza wspoétrzedna wektora I -
X(— 2 Y—~“ ma przeciwny znak: : L
__/ wektor: [2, 3] |
{473 Wiasnosci www.matematykam.pl

Powinnismy potrafi¢ okresli¢ pig¢ podstawowych wtasnosci: 1) dziedzina funkcji, 2) zbidr wartosci,
3) miejsce zerowe, 4) monotonicznos$¢, S) asymptoty . Whasnosci danej funkcji wymiernej najpro-
sciej okreslimy na podstawie wykresu(odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie wykresu przed-
stawiliSmy w podrozdziale 7.5), chociaz niektore z nich mozemy okresli¢ na podstawie wzoru. Wyja-
tek stanowi miejsce zerowe, ktore musimy obliczy¢.

1
vt Przyktad: y = ~—2 +3

+ 1) Dziedzina funkciji
asymptota pozioma T Okreslam}./ ja, tak jak dziedzine wyrazen wymiernych
y=3 -+ (podrozdziat 13.1):
N - x—2#0

-+ x =2 asymptota pionowa

1+ 1 X X # 2
Alternatywnie dziedzing mozemy wyznaczy¢ korzystajac z

+ wykresu. Z dziedziny eliminujemy argument w miejscu
asymptoty pionowej (2):

1 D=R\{2}

2) Zbior wartosci - zbior liczb rzeczywistych, z wylaczeniem jednej warto$ci — w miejscu asymptoty
poziomej. Dla rozpatrywanego przyktadu jest to wartos¢ 3:

ZW=R\{3}

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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4) Monotonicznos¢
Wykres funkcji wymiernej sktada si¢ z dwoch
czescei. Sa to dwa przedziaty, okreslone przez

3) Miejsce zerowe
Za y podstawiamy zero. W efekcie mamy do
rozwigzania rOwnanie wymierne.

1 L. dziedzing. Dziedzina rozpatrywanej funkcji:
0= + 3  Dziedzina: _R\
X -2 D=R\{2} D=R {2}
_ 1 3 /. (X _ 2) Stad rnarn.v przedzialy:
x —2 (=0, 2) 1 (2, )

-1=3x-6 Konkretna funkcja jest w obu przedziatach male-
-3x=-6+1 jaca lub w obu przedziatach rosnaca.
-3x=-5 /+ (—3) Rozpatrywana funkcja jest w obu przedziatach

X=— _
3 f(x)\( w przedziatach (-0, 2) 1 (2, o)
P ; AR
UWAGA! Migjsce zerowe nie zawsze istnieje. 5) asymptot

Gdy mamy do dyspozycji wykres funkcji widac¢
to od razu — wykres w nie przecina osi 0X. Na
podstawie wzoru takze mozemy to stwierdzié

Miejsce asymptot w uktadzie wspoirzednych
ustalamy juz na etapie rysowania wykresu, co
przedstawiliSmy w poprzednim podrozdziale.

bez obliczen (wspolczynnik ¢ wynosi zero). Dla rozpatrywanego przyktadu:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
5 : malejaca, co widzimy na wykresie.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Prglda;l: - asymptota pozioma: y = 3,
y = g Brak miejsca zerowych. - asymptota pionowa; x = 2.
X —

15. CIAGI www.matematykam.pl

15.1 Podstawowe informacje (pojecie ciagu, wzor, wykres

Ciag jest specyficznym rodzajem funkcji. Argumenty ciggu oznaczamy symbolem n — sg to liczby
naturalne, dodatnie ( 1, 2, 3. . .) Wartosci bedziemy nazywac¢ wyrazami ciggu — oznaczamy je symbo-
lem a,. Konkretny cigg, jak kazda funkcja moze by¢ opisany wzorem.

Przyktad: a
Przyktadowo, gdy w zadaniu mamy poda¢ 6smy wyraz ciggu, obliczamy jego warto$¢ dla n = 8.
a, =8-1+1=16+1=17

Ciag moze rowniez by¢ zapisany jako szereg wyrazen po przecinku. Wyrazenia te sa3 wowczas ko-

— 211 + 1 Indeks ,,n” méwi nam jednoczesénie, jaka liczbe bedziemy podstawiac¢ do
wzoru oraz z ktérym wyrazem ciagu mamy do czynienia.

lejnymi wyrazami ciggu. Przyktad: 3, 6,9, 12, 15. ..
Z podanego w ten sposob ciggu mozemy wypisaé jego poszczegolne wyrazy (tu: pigc pierwszych
wyrazow), a nawet ustali¢ wzor ciagu.
a, =3 a,=6 a,=9 a, =12 a, =15

s Wpykres ciggu rysuje si¢ w zasadzie tak samo, jak wykres funkcji.
Nie bedzie on jednak linig ciagla, ale zbiorem punktow dla argumentdéw naturalnych (1, 2,3 ...).
Jest to pewne utatwienie, bo niezaleznie od typu funkcji, kazdy ciag bedziemy rysowac tak samo.
Przyktad: a =-2n+9

L. Obliczamy kilka poczatkowych punktow. Mozemy zapisac je w tabeli:
1‘2 3‘4‘5‘6‘7

n

an

s fafrfalals)

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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II. Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych (nie kgczymy ich linig
ciggla). Uktad wspotrzednych jest nieco inny niz dla funkcji. Przyjmujemy +
inne oznaczenia osi uktadu oraz ,,obcinamy” czg$¢ uktadu dla argumentow 1l

ujemnych, ktére w ciggach nie wystepuja. F—

15.2 Monotoniczno$¢ ciagu

Aby zbada¢ monotonicznos$¢ ciggu o podanym wzorze, musimy wykona¢ odejmowanie i zinterpreto-
wac otrzymany wynik: a_ , —a

Interpretacja wyniku:

- gdy jest liczbg dodatnia, ciag jest rosnacy,

- gdy jest liczbg ujemna, ciag jest malejacy,

- gdy wynosi zero, ciag jest staly,

- gdy jest wyrazeniem z n, musimy ustali¢, czy niezaleznie od n warto$¢ wyrazenia jest dodatnia (cigg
rosnacy); ujemna (ciagg malejacy); czy raz jest dodatnia raz ujemna (cigg nie jest monotoniczny).

Przyktad:

2
an =n - 101’1 — 2 Zapisujemy wyrazenie an4+1 i upraszczamy je.

a_,,=m+1)°-10(n+1)-2=n’+2n+1-10n-10-2=n"-8n-11
Teraz mozemy wykona¢ odejmowanie: anp+1 - an. o
a,,—a,=n"-8n-11-(n’-10n-2)=n"-8n—-11-n>+10n+2=2n-9)

Otrzymany wynik jest wyrazeniem ze zmienna ,,n”. Nalezy ustali¢, czy niezaleznie od ,,n” wartos¢ bedzie zawsze
dodatnia, ujemna, czy raz dodatnia raz ujemna. Tutaj otrzymaliSmy wyrazenie: 2n -9. Nalezy zauwazy¢, ze dla
matych wartosci ,n” (np. dla n=1), warto$¢ wyrazenia bedzie ujemna (2:1-9 = -7), a dla wiekszych wartosci bedzie
dodatnia (np. dla n=10: 2:10-9 = 11). W zwiazku z tym wyciagamy whniosek, ze ciqg nie jest monotoniczny.

Odpowiedz: Ciag nie jest monotoniczny.
www.matematykam.pl

15.3 Podstawowe pytania (ktéry wyraz ciagu ma dana wartosc¢?...

Na podstawie wzoru ciagu, oprocz okreslenia jego monotonicznos$ci (poprzedni podrozdziatl), powin-
nis$my potrafi¢ odpowiedzie¢ na kilka podstawowych pytan, takich jak: ktory wyraz ciggu ma dang
warto$¢?; ile wyrazéw ujemnych ma dany cigg? itp. Odpowiedz na kazde z powyzszych pytan wyma-
ga w rozwigzania konkretnego rownania/nier6wnosci.

Przykiad 1. Czy istnieje wyraz ciaggu o wzorze
ogoblnym an = 3n — 5 o wartosci 2?7 Aby odpo-
wiedzie¢ na to pytanie, podstawiamy do wzoru
wartos¢ 2 (uwaga: wartos¢ wyrazu to a,), a na-
stepnie rozwigzujemy powstate réwnanie. Obli-

Przyktad 2. Ile wyrazow ciggu o wzorze ogol-
nym a, = 2n -15 przyjmuje warto$¢ ujemng?
Szukamy takich #, dla ktoérych po podstawieniu
do wzoru ciagu, otrzymamy warto$¢ mniejszg od
zera (< 0). Bedziemy mie¢ do czynienia z nie-

czamy w ten sposob n (numer wyrazu). Kluczo- réwnoscia:
wym jest fakt, Z.e n przyjmujg Wartos'c@ naturalne 2n—-15<0
(1, 2, 3..). Jezeli otrzymamy inny wynik, oznacza m<l15 /=2
2=3n-5 <73
_ . yrazy o numerze mniejszym od 7,5 (pamigtaj-
—3n=-7 /=(-3) W mni¢jszym od 7.5 (pamigtaj
1 my: muszg to by¢ liczby naturalne), to wyrazy o
n=2-— numerach: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Mamy wigc siedem

takich wyrazow.
Odpowiedz: Warto$ci ujemne przyjmuje siedem

Wwyrazow ciagu.

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

. . . . |
to, ze nie ma takiego wyrazu ciggu. |
|

|

|

|

|

|

|

. . . . . I
Odpowiedz: Nie istnieje wyraz ciggu o wzorze :
ogo6lnym a, = 3n — 5 o wartosci 2. |
|

|

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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15.4 Ciag arvtmetyczny (wzor 0g0lny, monotoniczno$¢, sprawdzanie czy danv cia

jest arytmetyczny lub dla jakiej warto$ci parametru jest arytmetyczny, okres§lanie wzo-

ru ciagu, Srednia arvtmetyczna. suma wyrazow ciagu

s Wzor ogolny i zaleznosé migdzy wyrazami ciggu

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):

e Ciag arytmetyczny

Wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,) o pierwszym wyrazie a, i roznicy 7:
a,=a, +(n-Dr

Kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego powstajg poprzez dodawanie konkretnej liczby, ktora nazywa-
my roéznicg ciggu arytmetycznego i oznaczamy literg r. Do pelnego opisu ciggu arytmetycznego
oprocz rdznicy, potrzebujemy wartosci pierwszego wyrazu ciggu: ay.
Przyktad: 2, 5, 8§, 11, 14...

Dla danego ciggu rdznica pomi¢dzy kolejnymi wyrazami, czyli liczba jakg dodajemy, aby uzyskaé

www.matematykam.pl

nastepny wyraz, wynosi 3, a warto$¢ pierwszego wyrazu wynosi 2: @, =2, 1 =3
Znajac réznice i wartos$¢ pierwszego wyrazu, mozemy zapisa¢ wzor ogolny ciggu.
a, =a,+(n-Dr=2+(n-1)3=2+3n-3=3n-1
% Monotonicznos¢ — ciag arytmetyczny jest zawsze monotoniczny. W celu oceny jego monotonicz-
nosci, nie sg konieczne zadne obliczenia. Jedyng potrzebng informacja jest réznica ciggu (1):
- rosnacy, gdy réznica jest dodatnia (r > 0), - malejacy, gdy roznica jest ujemna (r < 0),
- staty, gdy réznica wynosi zero (r = 0).

s Sprawdzanie czy dany cigg jest arytmetyczny/dla jakiej wartosci parametru jest arytmetyczny.
Majgc dane kilka poczgtkowych wyrazow: r6z- Majqc dany wzor ciggu, musimy wykonac odej-
nica dwoch kolejnych wyrazoéw zawsze musi mowanie: ans - ay, tak jak podczas sprawdzania
wynosi¢ tyle samo, tzn. drugi wyraz minus monotonicznos$ci ciggu (podrozdzial 15.2).

pierwszy musi si¢ rownac trzeciemu wyrazowi Dany ciag jest arytmetyczny, jezeli otrzymamy
minus drugi musi si¢ rowna¢ czwartemu wyra- warto$¢ liczbowa.

zowi minus trzeci itd. Przyktad: Przyktad:

1,9,17, .. a,, =6(n+1)
2_38 a,=6n’ a_, =6(n”+2n+1)
. a, =6n"+12n+6

Oznacza to, ze ciag jest arytmetyczny. 2 2 LT TS
nace “¢ g jestancmetvesn a,, —a,=6n"+12n+6—-6n :1\12n+6>
. oy y e qe .o —

Nie otrzymali§my wartosci liczbowej, tylko wy-

razenie ze zmienng ,,n”, co oznacza, ze dany ciagg

nie jest arytmetyczny.

Odpowiedz: Ciag jest arytmetyczny

|
|
|
|
|
|
|
|
i
9-1=17-9 |
|
|
|
|
|
|
|
|

Dla jakiej wartosci x podane wyraZenia sq kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego?
Przyktad: 2x, 3x + 8, 28 . Rozwigzujemy rownanie: drugi wyraz — pierwszy = trzeci - drugi
3x +8—2x = 28— (3x +8)
x+8=28-3x-8

X+3x=20-8
4x =12 /+4
x=3

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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¢ Okreslanie wzoru ciggu

Jak juz wiemy do zapisu wzoru ogdlnego potrzebujemy dwoch wartosci: a; oraz r. Gdy nie sg one
podane, nalezy je obliczy¢.

Roznice (r) czgsto mozemy obliczy¢ w bardzo
prosty sposob jezeli mamy podane dwa kolejne
wyrazy ciggu (réznica jest rowna: nastepny wy-
raz - poprzedni).

Gdy brakuje nam tylko jednej z nich (a; lub r),
mozemy wspomoc si¢ wzorem ogolnym.
Przyktad: Mamy podane: r=—5, a, =—15.
Podstawiamy wielko$ci do wzoru ogoélnego:
a_,=a,+(n-Dr; —15=a,+(6-1)-(-5) i
z tak powstalego rownania obliczamy brakujaca
wartosc (tu a;).

Gdy mamy podane dwa odlegle wyrazy ciggu, mamy dwie mozliwosci — podstawiamy oba do

wzoru og6lnego i powstaje nam uktad rownan albo
»LACZYMY” WYRAZY za pomoca jednego réwnania. Majac podane dwa wyrazy nalezy

Przyklad: Mamy podane: a, =21, a, =26
stad r=26-21=5

ustali¢ ile ,,r” je dzieli. Przyktad: Mamy podane wyrazy a, =7 , a, =17 . Wyraz trzeci i 6smy
,dzieli” 51 (8-3=5), a wigc mozemy zapisaé, ze wyraz 6smy, to wyraz trzeci plus 5r: 4, =a, +5r .

Do tak powstalego rownania podstawiamy warto$ci podanych wyrazoéw i obliczamy réznice (r).

% Srednia arytmetyczna

o
*

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):
Miedzy sgsiednimi wyrazami ciggu zachodzi zwigzek:

a +a
a :IHTHHdla n>?2

n

Przyktad: Obliczymy warto$¢ dziesigtego wyrazu ciggu arytmetycznego, jezeli jego dziewigty
wyraz wynosi 15, a jedenasty 29.
a, +a, 15+29 44
Ay =" oy ="~ =T =
2 2 2

22 www.matematykam.pl

*  Suma wyrazow ciggu

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):
Wzér na sume S, =a, + a, +... + a, poczatkowych n wyrazéow ciagu arytmetycznego:

S, =al+—a“-n=2a1+(n_1)r-n
2 2

Powyzej widaé, ze w rzeczywisto$ci mamy do dyspozycji dwa wzory, sposrod ktorych wybieramy ten,
ktory w danej chwili jest dla nas bardziej wygodny. Oczywiscie nie zawsze mamy wszystkie niezbed-
ne dane do obliczenia sumy poczatkowych n wyrazow ciggu. W takiej sytuacji obliczamy brakujace
wielkosci, korzystajac z jednego z podejs¢ opisanych w poprzednich podpunktach (okreslanie wzoru
ciggu, srednia arytmetyczna).

Wykorzystanie wzoru na sume przedstawimy na przyktadzie: Obliczymy sum¢ dziesig¢ciu pierwszych
wyrazow ciagu, jezeli pierwszy wyraz ma wartos¢ 2, a dziesigty 38.

— — Wybieram ierwsza ,wersje” wzoru:
a, =2, a,=38 Wy yp a i

a, +a, 2+38 40
= ‘N = .

S, 10=—-10=20-10=200
2 2 2

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Specyficznym typem zadania wymagajacego obliczenia sumy liczb, jest takie zadanie, w ktorym nie-

wiadomg jest numer ostatniego wyrazu.

Przyktad: Oblicz sume liczb, jezeli stanowia kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego:

-14-8-2+4+10+...+58

Mamy podane wartosci pierwszych wyrazen i
ostatniego, ale nie znamy jego numeru.

a, =-14 a =58

|
|
|
|
|
|
|
|
|
W pierwszej kolejnosé obliczamy réznice ciagu, |
|
|
|
|
|
|
|
|

odejmujac drugi wyraz od pierwszego:

r=-8—(-14)=-8+14=6
Podstawiamy pierwszy wyraz, ostatni i
roznice do wzoru ogodlnego i obliaczmy
numer ostatniego wyrazu (n).

15.5 Ci eometryvczny (wzor 0gdln

sprawdzanie czv dany cia

a, =a +(n-1)-r

58=—14+(n—1)-6
58=—14+6n-6

58 =6n-20
58 +20=6n

78=6n /+6

n=13
Mamy juz wszystkie niezbedne informacje do
obliczenia podanej sumy:
&3=a12%343= L4+58 13286

jest geometryczn

lub dla jakiej warto$ci parametru jest geometryczny, okres§lanie wzoru ciagu. $rednia

geometryczna, suma wyrazow ciagu)

s Wzor ogolny i zaleznosé migdzy wyrazami ciggu

www.matematykam.pl

e (Ciag geometryczny

a, =a,-qQ" " dan>2

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):

Wzbr na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie ¢:

Ciag geometryczny to ciag, ktorego kolejne wyrazy powstaja poprzez przemnozenie poprzednich wy-
razow przez liczbe, ktérg nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego i oznaczamy: q. Do petnego
opisu ciggu geometrycznego oprocz ilorazu, tak jak w przypadku ciggu arytmetycznego potrzebujemy

wartosci pierwszego wyrazu ciagu: ay.
Przyktad: 3, 6, 12, 24, 48 ...

Dla danego ciagu iloraz ciagu, czyli liczba przez jaka mnozymy, aby uzyskac nastgpny wyraz wynosi

2, a warto$¢ pierwszego wyrazu wynosi 3: a, = 3, q=2

Znajac iloraz i warto$¢ pierwszego wyrazu, mozemy zapisa¢ wzor ogolny ciggu.

a =3-2""

s Sprawdzanie czy dany cigg jest geometryczny/dla jakiej wartosci parametru jest geometryczny.
Majqgc dane kilka poczgtkowych wyrazow: iloraz | Majgc dany wzor ciggu: zapisujemy wyrazenie:

dwoch kolejnych wyrazow zawsze musi wynosic¢
tyle samo, tzn. drugi wyraz dzielony przez
pierwszy musi si¢ rownac trzeciemu wyrazowi
dzielonemu przez drugi itd. Przyktad:
1,9,18, ...
9+1=18+9

1#2

LzP

Oznacza to, ze ciag nie jest geometryczny.

Odpowiedz: Ciag nie jest geometryczny

Autorka: Agnieszka Jedruszek

a,+1, @ nastgpnie wykonujemy dzielenie:
a
otrzymamy warto$¢ liczbowa. Przyktad:

an — 2n+2 an+1 — 2n+1+2 — 2n+3

8, 2" _2"2 8 o)

a - gtz an 92 Ty \Z
Otrzymalismy warto$¢ liczbowa, a wigc dany
ciag jest geometryczny.

el / a Dany ciag jest geometryczny, jezeli
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Dla jakiej wartosci x podane wyraZenia sq kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego?
Przyktad: 9, 3x, 10x — 9. Rozwigzujemy rownanie (wynikajace ze wzoru na $rednig geometryczna

— podpunkt srednia geometryczna): (srodkowy wyraz)® = pierwszy wyraz - trzeci wyraz.
W efekcie otrzymujemy do rozwigzania rownanie kwadratowe (podrozdziat 9.5).

9x* =9(10x —9) A=(-10)>-4-1-9=100-36 = 64

|
|
9% =90x — 81 - _lo-Ye4 _10-8 _
9x* —90x+81=0 /=9 | : 2 2
|
x?—10x+9=0 | N _10+\/64_10+8_9
i o2 2

/

¢ Okreslanie wzoru ciggu
Do zapisu wzoru ogdlnego potrzebujemy a; oraz q. Gdy nie sa one podane, nalezy je obliczy¢.
Gdy brakuje nam tylko jednej 7 nich (a; lub q), : lloraz (q) czgsto mozemy obliczy¢ w bardzo
mozemy wspomoc si¢ wzorem ogolnym. : prosty sposob, jezeli mamy podane dwa kolejne
Przyktad: Mamy podane: q =2, a, = 40 | wyrazy ci'qgu (iloraz jest rowny: nastepny wyraz/
: poprzedni).
|
|
|
|

Podstawiamy wielko$ci do wzoru ogdlnego: Praviiad: M q —12 ~36
a_=a,-q""; 40=a, -2*" i ztak powstale- | o e Ay POGANE: A =12 87 =

go rownania obliczamy brakujacg wartos$¢ (tu a;). stad = E -3 www.matematykam.pl
Gdy mamy podane dwa odlegle wyrazy ciggu, mamy dwie mozliwo$ci — podstawiamy oba do

wzoru ogo6lnego i powstaje nam uktad réwnan albo:

»ELACZYMY” WYRAZY za pomocg jednego réwnania. Majac podane dwa wyrazy nalezy
ustali¢ ile ,,q” je ,,dzieli”. Przyktad: Mamy podane wyrazy a, =3 , a, = —24. Wyraz szésty i

dziewiaty ,,dzieli” trzy q (9-6=3), a wigc mozemy zapisac, ze wyraz dziewiaty, to wyraz szosty razy
q3: a, =a;- q3 . Do tak powstalego rownania podstawiamy warto$ci podanych wyrazow i oblicza-
my iloraz (q).

% Srednia geometryczna

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):
Migdzy sasiednimi wyrazami ciggu zachodzi zwigzek:

2 _
a,=a, ;-a,,danx2

Przyktad: Obliczymy warto$¢ szostego wyrazu ciggu geometrycznego, jezeli jego piaty wyraz
wynosi 7, a siddmy wyraz ma warto$¢ 63.
2 . a; =7-63=441
s 4 =21 va, =21

& Suma wyrazow ciggu

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: CIAGI):
Wzbr na sum¢ S, = a, + a, +... + a, poczatkowych n wyrazdéw ciggu geometrycznego:

S :al,ll—_cil dla q# 1

Wykorzystanie wzoru na sum¢ przedstawimy na przyktadzie: Obliczymy sume siedmiu pierwszych
wyrazow ciagu, jezeli pierwszy wyraz ma wartos¢ 1, a iloraz wynosi -3.

a, =1 q=-3

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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1- 1 -3 1-(-2187 2188
S, =a,- q ()] 1=(2187) ) 2188 ),

1—q  1-(-3) 1+3 4
Specyficznym typem zadan wymagajacych obliczenia sumy liczb, sg takie zadania, w ktérych niewia-
doma jest numer ostatniego wyrazu.

Przyktad: Oblicz sume liczb, jezeli stanowig kolejne wyrazy ciagu geometrycznego:

1 1 1 Otrzymali$my réwnanie wyktadnicze (podroz-
4+2+1+5+Z+...+m dziat 11.2).
1 Mamy podana wartosc¢ pierw- 1 1 -l Dzielimy réwnanie
— _ Szego wyrazenia i ostatniego, — = 4 | — /+ 4 y ,
al = 4 , a4 =—— _ . 5 12 przez 4, aby otrzymac
n 5 12 ale nie znamy jego numeru.

odpowiednia forme

|
|
|
|
|
|
|
|
| 1 réwnania wyktadnicze-
1 W pierwszej kolejnos¢ obliczamy : — go (wyrazenie wyktad-
q= 2+4 =—iloraz ciqgu (podzielimy drugi | 2048 2 nicze po jednej stronie,
wyraz przez pierwszy): I 1 n-1 a liczba po drugiej).
|
_ =1 Podstawiamy wyraz pierwszy, : ( ) (2)
an - al ‘q ostatni i iloraz do wzoru ogol- |
.y hego i obliczamy numer ostat- | =n-1
1 4 (lj niego wyrazu (n). : 11+1 —

512 2 | n= 12
| 12
| 11
| N
! 2 511
| SIZ =4 1 =
| ! 512
| 2

16. FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

16.1 Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym

Na poziomie maturalnym obowigzuje nas znajomos$¢ trzech funkcji:
- sinus (sin), - cosinus (cos), - tangens (tg). Funkcje odnoszg si¢ do konkretnych katow i sg rowne
stosunkom odpowiednich bokéw w trojkacie prostokatnym.

przyprostokatna ,dalej potozona”
przeciwprostokatna

Cc

przeciwprostokatna sinus kata =

a
przyprostokatna ) i . o
rzyprostokatna ,blizej potozona
- ..blizsza” dlakata 3 [ cosinus k%ta = przyp — ” ) P
- . dalsza” dla kata 0. b przeciwprostokatna
i B — katy ostre
przyprostokatna przyprostokatna ,dalej potozona”

- . blizsza” dla kata o tangens kata =

rzyprostokatna ,blizej potozona"
- ,.dalsza™ dla kata Przyp ? » ] P

. : a b a
Dla kata O narysowanego trojkata: Sin oL = E, cosa = Z, tgo = g www.matematykam.pl

16.2 Wartos$ci funkcji trygonometrycznych

Warto$¢ danej funkcji, danego kata mozemy odczytaé z tablic wartosci funkcji, umieszczonych na
koncu tablic matematycznych, dostepnych podczas matury. Maja one jednak nieco inng forme, niz te
zamieszczone w zdecydowanej wiekszosci szkolnych podrgcznikéw. Sa w nich zawarte wartosci dla
trzech funkcji (sinus, cosinus, tangens), ale funkcje sinus i cosinus maja wspolng kolumne¢. Miarg¢ kata
dla funkcji sinus i tangens odczytujemy w pierwszej kolumnie (jest oznaczony jako kat o)), a miare
kata dla funkcji cosinus odczytujemy w czwartej kolumnie (jest oznaczony jako kat B). Przedstawimy
sposob ..czytania” tablic na przyktadach:

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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- gdy odczytujemy wartosé funkcji dla danego
kqta; Przyktad:

- gdy odczytujemy miare kqta. Przyktad:
siQ a =0,07 tg\a =0,17 cos o= 0,15

|
|
|
. |
sin7°=0,1219 g11°=0,1944  cos84°=0,1045 | ‘o x40 la = 10° o ~81°
I \
\ sinkx | I ! ina' ’
\all | 1| g | BT e | 'Br
\‘ ol ! | (0| s | 8% |/ A0
1} [ I |
L0 00000 | 0,0000 | 90 : [ 0.0000, | 0,0000 ] 90
L1 Q0175 | 00175 | 89 | | 1, | 001751] 00175 | 89
\ 2 0.0349 0.0349 | 88 | | 2\ 0.0349\] 00340 | s8
2 [ =¥ o
\\ 3 | Joos23 | 00524 87’]' | 3 100523 00524 | 87
4 [ /00698 | 00699 | 86, I 4]V 00698 | 00699 | 86
\ 5 [/00872 0.0875 | 85 : 5 0.0872 || do0875 | 85
\ ¢ [lD10450[ o0.1051 84V | 6 0.1045 [\,//0.1051 84
LSk 4 1045 10
7 &Q.l_%l,fz 01228 | 83 I 7 0.1219 )\ 0,1228 | 83
8 | 01392 | 0.405 | 82 : 8 0.1392 ] | 01405 | 82
9 // 0,1564 0.1584 81 | 9 0.1564" | 10.1584 | 8L
/| 04736 | 01763 | 80 | 0] 01736 | Yo,1763 | s0
11 0.1908 | <0.1944°) 79 I 11 0.1908 0,1944 79
12 02079 | 02126 | 78 | 12 02079 | 02126 | 78
| 2 ! ;

/

& Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kgtow: 30°, 45°, 60°.
W tablicach matematycznych mamy dla funkcji tych katéw osobng tabelg ( w dziale TRY GONOME-
TRIA). Tu kazda funkcja jest zapisana osobno (tto interesujacych nas tresci jest niebieskie).

(3 30 45 60° 90
@ 0 z o, cal £
£ ! 2 2 www.matematykam.pl
1 . .
sing 0 = £ ﬂ 1
2 2 2
cosa 1 ﬁ £ l 0
2 2 2
\/5 nie
iga 0 o 1 3 sl \/g

Przyktadowo: cos30° = 7

/

& Wykorzystanie funkcji trygonometrycznych.

Korzystamy z nich w zadaniach dotyczacych zarowno figur ptaskich jak i bryl, w celu obliczania dhu-
gos$ci poszczegbdlnych bokow, krawedzi lub katow. Gdy w zdaniu pojawia si¢ polecenie: ,,rozwiaz
trojkat prostokatny”, mamy obliczy¢ dtugosci wszystkich bokéw 1 miary wszystkich katow trojkata.
Wykorzystanie funkcji w zadaniach, przedstawimy na przyktadzie, wymagajacym rozwigzania trojka-
ta prostokatnego. Przyktad:

Rozwiaz trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja dugosé: Secm oraz 5v/3cm.

dane: szukane:
& a=5cm c="? w pod.anym trojch’ie_ prostokatnym )
brakuje nam dlugosci przyprostokatnej
b= 51/301’11 o=7? oraz miary katéw ostrych.

B="

Nie znamy zadnego kata ostrego. W celu obliczenia
miary kata, wybieramy funkcje, dajaca nam stosunek
bokow, ktérych diugo$¢ znamy. Mamy dwie przyprosto-
katne, dlatego wybieramy funkcje tangens.

Brakuje nam wartosci przeciwprostokatnej (c).

Gdy mamy obliczy¢ dtugos¢ boku, wybieramy taka
funkcje, aby znajdowat sie w niej szukany bok, a pozo-
state wielkosci (drugi bok oraz kat) byly znane.

|
|
|
|
|
b | Wybrali$my funkcje sinus kata B.
_ - |
tgo = L a . ... Scm
a | sinf=— sin30°=——
Znai tosé funkeji,
B 5\/§Cm B na.]qc war o_sc u_n’ (3]I I C C
th(, R —— 3 mozemy stwierdzi¢, ze | 1 501’1’1
S5cm kat ma miare 60°. I =
o =60° 2 e
PRZYPOMINAMY: suma katéw w trojkacie wynosi 180°: | c= 2- 501’1’1
| —
B =180°—-60°-90° = 30°  ¢=10cm
1

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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16.3 Wzory (zwiazki miedzyv funkcjami tego samego kata

WZORY z tablic matematycznych (w dziale: TRYGONOMETRIA):
e Zwiazki miedzy funkcjami tego samego kata

sin’o + cos’a =1

sino
tgol =

cosa

Wykorzystanie powyzszych wzordéw przedstawimy na dwoch przyktadach, w ktorych znajac wartose
jednej z funkcji, obliczamy pozostate.
- gdy mamy podany sinus lub cosinus; - gdy mamy podany tangens.

. 12 Korzystamy z pierwszego
Przyktad: sinal = E wzoru aby obliczyé cosinus

4
Przyktad: tgo= 5

sino+cos’a =1 25 Musimy skorzysta¢ jednocze$nie z obu wzoréw

|
| . .
12\ | cos’ oL = — »laczac” je w jeden.
Przeksztat
(_j reos'o=1 | 169 sina e
13 | cosoL=— tga = sino, = tgo-cosa R
144 5 | 13 COS Ol . = sta:l snig =...
— = : - Podstawi -
1o T AT sin® a.+cos” o =1 ey
' 2 2 2
Korzystamy z drugiego wzoru, aby obliczy¢ tg o -cos” a+cos” o = 1 tga - cosa do
I pierwszego wzoru.

12
sin o 13 12 13 12

tool = = e 22z

2
(—) cos’ a+cos’ o =1 écoszazl
3 19

cos o 5 13 5 5

= —cos’a+cos’a=1
13 9

2 9
CosS™ oL =—
25

|
[
|
[
[ 3
I cosa =—

. Ostatnia funkcje (sinus) mozemy
SINa = tg(l -COS obliczy¢ z obu wzoréw. Najlepiej
. 4 3 4 skorzystaé z przeksztalconej wersji
SINQ, = —+— = — drugiego wzoru, ktérg uzyskalismy
5 5 wczesniej (niebieska ramka).

|
|
|
A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
tangens. :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
16.4 Tozsamosci trygonometryczne
Tozsamosci trygonometryczne, to rownania ztozone z funkcji trygonometrycznych, ktoérych prawdzi-
wo$¢ mamy udowodni¢. W tym celu musimy przeksztalci¢ jedng lub obie strony rownania, korzy-
stajac ze wzorow przedstawionych w poprzednim podrozdziale oraz innych przeksztalcen.
Niestety nie da si¢ ,,na pierwszy rzut oka” okresli¢, ktorg stron¢ rownania najlepiej przeksztatcic i w
jaki sposob. Kazda tozsamos¢ jest nieco inna i wymaga ,,wyczucia”.

Przyklad: . . www.matematykam.pl
Wykorzystujemy wzoér
A skréconego mnozenia.
~Rozbijamy” uta- g oL+ COS QL . . 5
mek na dwa. ———————1=(1-sina)(1+sina)—cos’ o+ tga

X cosa _ —— Wykorzystujemy pierwszy wzoér:
sma n cosa sina + cos®a = 1

Pierwszy utamek zamie- ——
. 2 ) &
—1=1-sin" a—cos” a+tga

niamy na funkcje tan-

gens zgodnie z drugim COSOL  COSaL. cos?g, = 1 - sina
wzorem._Drugi utamek . .
skraca sie do 1. tgoi+1—1=1-sin’ o.— (1 —sin’ o)+ tgot

tgo. =1-sin’ oo —1+sin” o+ tga

tgo = tga

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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17. PLANIMETRIA (FIGURY PELASKIE)

UWAGA! Wigkszo$¢ wzorow w tym rozdziale jest zawarta w tablicach
matematycznych dostgpnych podczas egzaminu maturalnego w dziale
PLANIMETRIA. Te, ktorych tam nie znajdziemy, sa obramowane nicbieska ramka.

17.1 Wzory dla figur ptaskich (obwody. pola i inne
trojkat rownolegtobok prostokat
b 1 — 2
m P=--a-h b /|h b b b
2 P=a-h
a —— P=a-b
a
deltoid kwadrat
tréjkat réwnoboczny B a P
J aﬁ a d, I\ 5 d 5 P=12a
a a 2 P l d-d d=a-2
_al3 Oete B
a P= 1 b b Ll P= TCI'2
Ob =2mr
R b romb B\ |\ wycinek kota
L a . m‘

d h C P:(a+b)-h _1800

YA 2 o 2
= -
360°

W powyzszym zestawie wzorow jedyna figura, dla ktorej zapisalismy wzor na obwod, jest koto. Dla
pozostatych figur, mozemy w tatwy sposob ,,stworzy¢” wzor samodzielnie. Wystarczy pamictac, ze
obwdd jest rowny sumie dtugosci wszystkich bokéw. Przyktad: tréjkat rownoramienny:

Zapisujemy sume bokéw (a, b, b), przy czym ,, grupujemy”
b / \ b

te same boki (b + b = 2b). Stad:
a

Ob=a+2b

1

/
0’0

7.2 Najwazniejsze twierdzenia (Pitagorasa. Talesa
Twierdzenie Pitagorasa

www.matematykam.pl

a § przeciwprostokaina
przyprostokatna a2 + b2 = c2
przyprostokatna przyprostokatna  przeciwprostokatna
b przyprostokana
Przyktad:
a=4cm a’+b’=¢’
b=? (4cm)’ +b” = (5cm)’
¢=5cm 16cm’ +b” = 25cm’
b’ =25cm” —16cm’
b’ =9cm’
b=3cm

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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% Twierdzenie Talesa
W tablicach matematycznych znajdziemy tylko jedna, podstawowa rownos$¢, wynikajaca z twierdzenia
Talesa. Jest ich wigcej, ale w zupetno$ci wystarczy, ze nauczymy si¢ jeszcze jednej (niebieska ramka).

|OA| |OB
joA] 0B

Dodatkowa rownos¢ ma dwie ,,wersje”.
|OA| _ |OB| |OA'| _ OB'|
|AA|  |BB] |AA|  |BB]

Wyboér danej rownosci jest uwarunkowany tym, jaki odcinek mamy obliczy¢ i jakie odcinki sg dane.
Wybrane przez nas rownanie musi zawiera¢ odcinek, ktorego dtugos¢ chcemy obliczy¢, ale pozostate
wielkosci musza by¢ znane. Przyktad:

Wybieramy pierwsza rownos$¢ z ramki.

|

OA| = 4em | |0A| _ |oB|

OB| = 6cm | IAA|  |BB]

IAA’| = 2cm | 4cm _ 6cm

BB’[=? | 2cm  |BB]
| 4em:[BB|=12cm? /+(dem)
| IBB|=3cm

17.3 Podobienstwo figur ptaskich
Majac dwie figury podobne, nalezy ustali¢, ktora figura sposrod tych dwoch jest figura podobng. Dru-
ga figure bedziemy nazywaé umownie — ,,podstawowa”. Przyktad: Majac sformulowanie: trojkat EFG
jest podobny do tréjkata ABC, stwierdzamy, ze trojkatem ,,podstawowym” jest trojkat ABC, a trojka-
tem podobnym EFG. W zadaniach nie zawsze

. . . D’ c
mamy informacj¢, ktora pozwala nam ustali¢, ktora C
figura jest ,,podstawowa”, a ktora podobna. W
takiej sytuacji sami o tym decydujemy. Oznaczenia B
figury podobnej, to czgsto te same liter% A "

ale z znakiem ° (prim). Przyktad:

Skala podobienstwa mowi nam o tym, ile razy figura podobna jest wigksza lub mniejsza od figury
,.podstawowej”. Oznaczamy jg literag k. Ponadto, majac dane dwie figury podobne, mozemy zapisac
szereg rownosci, ztozonych ze stosunkdéw odpowiadajgcych sobie bokdéw, obwoddw, pdl. Pamigtajmy,
zeby zawsze dzieli¢ figure podobna przez ..podstawowa”. Kazdy ze stosunkow jest powigzany ze
skalg podobienstwa:
- stosunki odpowiednich bokow i obwodow sq | - stosunki pol sq rowne skali do kwadratu.
sobie rowne i zarazem rowne skali; : P )
|A‘B‘| |Bvcv| Ob' : —=k www.matematykam.pl
= = = |
|

= = = P
IAB|  [BC| Ob
Przyktad: Oblicz pole kwadratu ABCD jezeli jest podobny w skali 2 do kwadratu EFGH o polu 4cm”.

Kwadrat ABCD jest podobny do P

2
P =4cm ABCD 2
EFGH kwadratu EFGH. Tak wiec figura ABCD _ k2 - , = 2
k=2 ~podstawowa” jest kwadrat P 4cm
EFGH, a podobna kwadrat ABCD. EFGH P
Papcp =? ZABCD _ gy
2
4cm

PANBCD =16cm’

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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17.4 Cechy przystawania i podobienstwa trojkatéw
Sa do$¢ szczegdtowo opisane w tablicach matematycznych (dziat PLANIMETRIA).

s Trojkqty prrystajgce
Dwa trojkaty sa przystajace, gdy sa takie same, cho¢ jeden moze by¢ lustrzanym odbiciem drugiego.
Cechy przystawania:

- ,,bok — bok — bok” (BBB);
Boki trojkatow majg takie same
dhugosci.

- ,bok — kqt — bok” (BKB);
Dwa boki jednego trojkata sg
rowne dwom bokom drugiego,
a katy migdzy nimi majg taka

- kgt — bok — kqt” (BBB).

Jeden z bokow pierwszego troj-
kata jest rowny jednemu z bokoéw
drugiego trojkata, a przyleglte do
tego boku katy, w obu trojkatach,
maja tg samg miare.

samag miare.

‘0

s Trdjkgty podobne
Zapis: AABC ~ ADEF czytamy: trojkat ABC jest podobny do tréjkata DEF. Cechy podobienstwa:
- wbok — bok — bok” (BBB); | -,,bok —kqt— bok” (BKB); - wkaqt — kgt — kqt” (KKK).
Dhugosci bokow jednego troj- | Para bokow w obu trojkatach Katy w obu trojkatach maja
kata, sa proporcjonalne do dtu- ma proporcjonalne dlugosci, a takg samg miare.

gosci bokéw drugiego trojkata. | kat miedzy nimi ma takg sama

ki odpowiadajacych bokow,
zawsze otrzymamy z nich takg

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
samg wartosc¢ (skale). !

|
|
|
|
. . . I .
To znaczy, ze zapisujgc stosun- : miare.
|
|
|
|

17.5 Wzajemne potozenie: dwoch okregdw. prostej i okregu

% Wzajemne poloZenie dwoch okregow

Rozlaczne zewnetrznie Przecinajace sie  Rozlaczne wewnetrznie

>0 @ @

Stvczne zewnetrznie Styvczne wewnetrznie
(maja jeden punkt wspolny). (majg jeden punkt wspblny).

% Wzajemne poloZenie prostej i okregu

www.matematykam.pl

Nie maja punktow wspolnych Prostajest stvezna do okregu — maja Prostajest sieczng okregu — maja

dokladnie jeden punkt wspdlnv. dwa punkty wspolne.
=]
P

Gdy w zadaniu mamy podane: rownanie dwoch okregow (podrozdziat 8.9) lub rownanie okregu i
prostej (podrozdziaty 8.2, 8.3 i 8.9) i mamy zbada¢ ich wzajemne potozenie, najlatwiej jest narysowaé
oba elementy w ukladzie wspotrzednych, a ich wzajemne polozenie oceni¢ ,,wzrokowo”.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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17.6 Katy

/

& Kqty wierzchotkowe, priylegle, naprzemianlegle |
Katy wierzchotkowe maja taka : Katy przylegte, to katy ,,lezace” | Katy odpowiadajace i naprze-
samag miare. | na jednej prostej. Ich suma wy- : mianlegle maja takg sama miarg.
I nosi 180°. | Katy o tej samej miarze sg ozna-

|
: : czone tym samym kolorem.

katy wierzcholtikowe /7/
(VANE { o/
kﬁtOdPOWiﬂdﬂQWdﬂlW/
o+p=180°

\

kat naprzemianlegly do kata CL

‘0

s Kqty w tréjkqtach i czworokqtach

Suma miar wszystkich katow wewnetrznych w kazdym czworokacie wynosi 360°.

- trapez; suma miar sgsiednich katow przy krot- | - réwnoleglobok: przeciwlegle katy maja taka

szej 1 dhuzszej podstawie wynosi 180°. samg miare, a suma dwoch réznych (sagsiaduja-
5 7\ cych) katéw wynosil80°.

|

|

|

B g
o p IKJ/BQ/

i

|

o+ 8 =180°
B+7y=180°

Suma miar wszystkich katow wewnetrznych w kazdym tréjkacie wynosi 180°.

o+ =180°
www.matematykam.pl

- w tréjkgcie rownobocznym: wszystkie katy maja ta samg miarg, ktora wynosi 60°,
- w trojkqcie rownoramiennym katy przy podstawie majg taka samg miare.

s Kgty w okregu
- dwa katy wpisane, oparte na
tym samym tuku, majg taka
sama miarg;

TN

- jezeli mamy dane dwa katy: : - kat miedzy styczng a cigciwg
srodkowy 1 wpisany oparte na | okregu jest rowny katowi wpisa-
tym samym tuku, to kat Srodko- | nemu, opartemu na tuku, wyzna-
wy jest dwa razy wigkszy od : czonemu przez konce cigciwy.
kata wpisanego;

\&7 B=2a

Eat wpisany, opartyna Katmiedzy styczna.a

hikuwyzmaczonemu ClgCIwg

PrZez clgciwe.

b
AN

17.7 Wielokaty
Zadnego z ponizszych wzoréw nie znajdziemy w tablicach matematycznych!
Wzér na sume miar kgtow we- | WzOr na miare kqta wewnetrz-

Wzér na liczbe przekqtnych

|
. | . .
wielokata | wnetrznych wiclokata | nego wielokata foremnego
| | .
o| Wielokat foremny ma
(n—3)n : (n—-2)-18¢ : (n—2)-180 wszystkie boki takiej sa-
2 | Otrzymujemy sume wszystkich I n mej dltugosci i wszystkie

| katéw wielokata. | katy takiej samej miary.
! |

Otrzymujemy miare jednego kata.
- n we wszystkich wzorach to liczba bokéw/katéw danego wielokata.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Przyktad: Suma miar katéw wewngtrznych pewnego wielokata wynosi 900°. Jaki to wielokat?
Wykorzystujemy wzoér na sume miar katéw wewnetrznych, poniewaz t¢ wielko$¢ mamy podana:
(n—2)-180°=900° /+180°
n-2=5 Odpowiedz: Szukanym wielokatem jest siedmiokat.
n="7
s SzeSciokgt foremny
Gdy w szesciokacie foremnym poprowadzimy przekatne, podzielimy go
na sze$¢ trojkatow rownobocznych o boku réwnym bokowi sze$ciokata.
Z powyzszej wlasno$ci wynika wzor na pole szesciokata foremnego. Pole
szes$ciokata jest rowne polu szesciu trojkatow rownobocznych:
a’y3 a’/3
4 2

stad, po wykonaniu skracania liczb 6i4: |P=3-

P=6

17.8 Okrag wpisany i opisany na figurach
- okrgg wpisany w kwadrat - okrgg opisany na kwadracie

RN

"
Y
*
“

\\.
N 1
3 r 1 a A R=-a-2
—_— lr=—a 2
2 R
a

a
- okrgg wpisany w szesciokqt foremny - okrgg opisany na szesciokqcie foremnym
www.matematykam.pl
a3
r=
2 R=a
r @ 5 ‘ R
a ~_a —

- okrqg opisany na trdjkqcie rownobocznym

a R 2
R==h
3
a

Suma dlugosci promieni okrggu wpisanego i opisanego na trojkacie rownobocznym jest row-
na wysokosci tego trojkata: R+ 1r =h.

/7

& Czworokgty
W czworokgt moZemy wpisac okrgg, gdy sumy dtugosci jego przeciwlegtych bokéw sa réwne.
Na czworokgcie moZna opisaé okrgg, gdy suma przeciwlegtych katow wynosi 180°.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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18. STEREOMETRIA (BRYLY)

UWAGA! Wigkszo$¢ wzorow w tym rozdziale jest zawarta w tablicach
matematycznych dostgpnych podczas egzaminu maturalnego w dziale
STEREOMETRIA. Te, ktérych tam nie znajdziemy, s3 obramowane nicbieska ramka.

18.1 Podziat i nazewnictwo bryt

Bryly wieloscienne
- GRANIASTOSLUPY -OSTROSLUPY

Bryly obrotowe
- WALEC -STOZEK -KULA

~
#
-
-~

Nazewnictwo bryt wielosciennych

Nazwa sklada si¢ ze stowa graniastostup/ostrostup i stowa informujacego, jaka figura jest w podsta-
wie. Przykladowo: graniastostup trojkatny to graniastostup, ktéry w podstawie ma tréjkat. Tworzac
nazwy, czasem uzywamy tez stowa: ,,prawidlowy”. Bryla prawidlowa to taka, ktéra ma w podstawie
figurg foremng (taka, ktéra ma boki tej samej dtugosci i1 katy tej samej miary). Ponadto, niektore bryly
maja nazwy ,,specjalne”: prostopadtoscian — to graniastostup, ktory ma w podstawie prostokat; sze-

Scian — wszystkie jego $ciany i podstawy majg ksztalt identycznych kwadratéw; czworo$cian foremny
— to ostrostup, ktorego wszystkie $ciany i podstawa sg identycznymi trojkatami rownobocznymi.

18.2 Katy i odcinki w brytach www.matematykam.pl
% Odcinki w brylach

Odpowiednie odcinki w graniastostupach i ostrostupach majg swoje
nazwy: krawedzie podstawy (na zielono), pozostale krawedzie nazy-
wamy krawedziami $cian bocznych (na czerwono)[wysokos¢ gra-
niastostupa (H) jest rowna dtugosci krawedzi bocznych], wysokos$é
ostrostupa (H) (na niebiesko) to odcinek opuszczony z wierzchotka,

prostopadle na podstawe.

Wielkos$ciami charakteryzujacymi: walec sa: promien podstawy
(r) i wysokos$¢ (H); stozek s3: promien podstawy (r), wysoko$¢
(H), tworzaca (1), kat rozwarcia (O ); kule — promien (r).

Przekgtna graniastostupa

To odcinek taczacy dwa wierzchotki, lezace na innych podstawach i nie nalezg-
ce do jednej Sciany bocznej. W praktyce mozemy si¢ spotkaé z przekatng pro- \
stopadtoscianu.

-
s
-~
#

Kaqty w brylach wielosciennych
Jezeli w zadaniu podany jest opis kata zawartego nie migdzy konkretnymi krawedziami, ale
pojawia si¢ jakas §ciana brytly, musimy ustali¢ jakie krawedzie ten kat ,,reprezentujg”. Przed-
stawimy cztery tego typu przypadki, jakie mogg pojawic si¢ w zadaniach.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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kat migdzy przekatng : kat migdzy krawedzig
graniastostupa a podsta- : boczna ostrostupa a
wa (gdy w podstawie | podstawa (gdy w pod-

stawie mamy trojkat)

mamy czworokat)

N

kat migdzy $ciang boczna
podstawa ostrostupa (gdy
podstawie mamy czworo-

kat)

miedzy przekatna gra- | migdzy krawedzia
niastoslupa a przekatna | boczna a wysokoscia
podstawy. podstawy.

Oba odcinki wraz z kra-
wedzig boczna tworzg

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Kat bedzie zawierat si¢ | Kat bedzie zawieral si¢

|
|
|
|
|
|
|
|
trojkat prostokatny. :
|

|

|

|

|

Kat bedzie zawierat si¢

migdzy wysokoS$cig Sciany

bocznej a odcinkiem po-

prowadzonym od spodka

tej wysokosci do spodka

wysokosci ostrostupa. Oba
odcinki wraz z wysokos$cia

ostrostupa tworza trojkat
prostokatny.

18.3 Pole powierzchni calkowitej i objetos¢ bryt
Bryly obrotowe

- WALEC

Bryly wieloscienne
- GRANIASTOSLUPY -OSTROSLUPY
—_—

i
|
|
i H
|
|

POLE POWIERZCHNI CAtKOWITE)

|
Pc=2Pp+Pb Pc=Pp+Pb |
|

Pc=2nr*+2nrH Pc=nr’ + nrl

Pc=2nr(r+H)

OBJETOSC

1 |

V=Pp-H V=1 PpH |
|

|

V =mr'H

a
w

kat migdzy krawedzia
boczng a podstawa ostro-

stupa (gdy w podstawie
mamy czworokat).

Kat bedzie zawierat si¢
miedzy krawedzia
boczna a przekatna
podstawy.

Oba odcinki wraz z prze-
ciwlegla krawedzia
boczna, tworzg trojkat
roOwnoramienny, ktérego
wysokos¢ jest rowna
wysokosci ostrostupa.

www.matematykam.pl

-STOZEK - KULA
/8
|
Pc = 4nr?
Pc=mnr(r+1)
1,
V=—nr'H V= 5 r

Wszystkie zapisane powyzej wzory, znajdziemy w tablicach matematycznych.

‘0

s Omowienie wzorow
Bryly wieloscienne

We wzorach: Pp — pole podstawy; Pb — pole powierzchni bocznej, ktére stanowi sume pol wszystkich

$cian bocznych.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Kazdy ze wzoréw dla bryt wielo§ciennych nalezy ..sprecyzowac”. W miejscu Pp wpisujemy wzdr na

pole figury, jaka znajduje si¢ w podstawie. W miejscu Pb wpisujemy sumg, ztozong z zapisanych
row na pola dla poszczegdlnych $cian.
Przyktad: graniastostup prawidtowy tréjkatny.

i
|
\
\
\
|
Zapisujemy wzory ogolne: a_.+,.d

Pc=2Pp+Pb V=Pp-H a

Precyzujemy wzory:

a%y/3

- w podstawie mamy tréjkat rownoboczny, wiec zapisujemy wzor na pole tej figury: T,

- mamy 3 identyczne $ciany boczne - prostokaty o bokach a i H, wiec wzdr na pole powierzchni
bocznej bedzie miat posta¢: 3 - aH.

2
Pc:2a V3

4 -
2
:a\/g+3aH 4

+3aH a2\/3 www.matematykam.pl

Pc

Bryly obrotowe.

Dla walca i stozka mamy po dwie postaci wzorow na pole powierzchni catkowitej. Wszystkie znaj-
dziemy w tablicach matematycznych.

Pierwsza wersja wzoru zawiera w rzeczywistosci sume¢ dwoch elementéw: pola podstawy i pola po-
wierzchni bocznej. W zadaniach moze pojawic si¢ polecenie obliczenia pola podstawy albo pola po-
wierzchni bocznej (a nie pola powierzchni catkowitej).

Przyktad:
Pp Pb

e
walec: Pc=2mr" +2mrH - stad mozemy zapisa¢: Pp = nr?; Pb=2nrH

Pb
~

+ 71l - stad mozemy zapisaé: Pp = nr’; Pb=rmrl

}1:
(S =]

stozek: Pc=mr

Druga wersja jest nieco prostsza w wykorzystaniu, ale nie zawiera rozgraniczenia na te dwa elementy.

18.4 Podobienstwo bryt

Do podobienstwa bryt podchodzimy w ten sam sposob jak do podobienstwa figur ptaskich (podroz-
dziat 17.3). Tu takze nalezy ustali¢, ktora bryta bedzie ,,podstawowa”, a ktoéra do niej podobna.
Zawsze begdziemy dzieli¢ wielko$ci bryly podobnej, przez wielkosci bryly ,,podstawowej”. Tak jak
w przypadku figur ptaskich, skale podobienstwa otrzymamy, dzielac przez siebie odpowiadajace
sobie odcinki lub obwody (odpowiadajacych sobie $cian). Stosunek pél odpowiadajacych sobie
$cian, pol powierzchni bocznych czy pél powierzchni calkowitych dwoch bryt podobnych daje nam

Pt
skale do kwadratu: ? =k

STOSUNEK OBJETOSCI

Nie mieliSmy z nim do czynienia wczesniej, bo figury ptaskie nie majg objetosci.
Stosunek objetosci dwoch bryt daje nam skale do szescianu.

K =k3
\%

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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Przyklad: Prostopadlo$cian o objetosci 3cm’ jest podobny do prostopadtoscianu o objetosci 81cm’.
Oblicz skalg¢ podobienstwa bryt.

3
Z tresci wynika, ze prostopadio- 3cm
3 3
V =8lcm écianem ,podstawowym” jest ten 3 =k
V'=3cm?® o obietosci 81cm? a do niego 8lecm
podobnym, ten o objetosci 3cm3. k3 _ 1
27
1
k=—
3

19. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

19.1 Podstawowe pojecia i oznaczenia

Prawdopodobienstwo obliczamy, gdy mamy do czynienia ze zdarzeniami losowymi.
Przyktadem moze by¢ uzyskanie parzystej liczby oczek podczas rzutu kostka.

Zdarzenie elementarne — jedno konkretne zdarzenie. Oznaczamy symbolem: @

Przestrzen zdarzen elementarnych — to zbior wszystkich zdarzen. Oznaczamy symbolem: Q
Zdarzenie losowe to zbior wszystkich zdarzen elementarnych, spelniajacych dane kryterium.
Oznaczamy je duza literg alfabetu (A, B, C...).

Dla przyktadu rzutu kostka: Q= {1, 2, 3, 4, 5, 6} A =12, 4,6}
Przestrzen zdarzen elementarnych, zawiera Kryterium jest uzyskanie parzystej
wszystkie zdarzenia, jakie mozemy uzyskac. liczby oczek, czyli: 2, 4, 6.

Moc zbioru - to liczba elementéw zbioru - nad symbolem zbioru zapisujemy dwie poziome kreski,
lub umieszczamy go migdzy dwoma pionowymi kreskami (takie oznaczenie znajduje si¢ w tablicach

matematycznych): Q= 6; A=3 b |Ql =6; A| =3

19.2 Prawdopodobienstwo klasyczne

WZOR z tablic matematycznych (RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA):
A

Prawdopodobienstwo zdarzenia A < Q jest rowna P(A)=—

e

Dla przyktadu zawartego w poprzednim podrozdziale: prawdopodobienstwo zdarzenia losowego pole-
gajacego na uzyskaniu parzystej liczby oczek.:

=6, [Al=3  pay=Al_3_1
Q6 2

www.matematykam.pl

Zapis procentowy
Prawdopodobienstwo czesto wyraza si¢ za pomoca procentéw. Sposob jego obliczania si¢ nie zmienia.
Wystarczy otrzymang warto$¢ utamkowa zamieni¢ na procenty. Dla przyktadu:

P(A) :%-100%:50%

19.3 Proste przypadki (rzut moneta/kostka)

Mamy na mysli niezbyt skomplikowane zdarzenia losowe, zawierajace si¢ w przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych, do ktérej nalezy co najwyzej kilkadziesiat zdarzen elementarnych. Nalezg do nich: rzuty
kostka, rzuty monetg, losowanie co najwyzej paru kart ze zbioru kilku.

Podejscie do tego typu zdarzen zostato juz ,,zarysowane” w pierwszym podrozdziale 19.1. Obliczenie

prawdopodobienstwa tego typu zdarzen wymaga wykonania trzech czynnosci:

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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1) wypisanie wszystkich zdarzen elementarnych przestrzeni oraz wszystkich zdarzen konkretnego

; 3) obliczenie prawdopodo-
|A]

e

Gdy rzucamy przynajmniej dwoma kostkami, monetami itp. nalezy pamigtac, ze poszczegdlne zdarze-
nia elementarne nie beda juz sktadaty si¢ z pojedynczych wynikow, ale ich par, trojek itd.

Przyktad: Rzucamy dwiema monetami. Bg¢dziemy mieli do czynienia z dwuelementowym wynikiem
(orla oznaczamy O, reszke R). Przyktadowe zdarzenie elementarne: (R, R) — dwie reszki.

zdarzenia losowego: O, A ; 2) ustalenie mocy obu zbiorow: |Q|, |A

bienstwa zgodnie ze wzorem, przedstawionym w poprzednim podrozdziale: P(A) =

Przykltadowe zadanie: Rzucamy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia losowego,

polegajacego na otrzymaniu sumy oczek na obu kostkach nie mniejszej niz 9.
Przestrzen zdarzen elementarnych zawiera wszystkie zdarzenia, jakie mozemy uzyskac. Jedno zdarzenie elementarne
to para liczb, poniewaz rzucamy dwoma kostkami.

Q={ (1) (L 2) (1 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6);
(2, 1); (2, 2); (2, 3); (2, 4), (2, 5) (2, 6);
(3, 1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6);
(4, 1) (4,2); (4, 3); (4, 4) (4, 5), (4, 6);
(5, 1) (5, 2) (5, 3); (5, 4) (5, 5) (5, 6); B
(6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6)} www.matematykam.p

Zdarzenie elementarne polega na uzyskaniu sumy oczek nie mniejszej niz 9, czyli od liczby 9 wiacznie wzwyz.
Wystarczy wybra¢ takie zdarzenia z przestrzeni zdarzen elementarnych zapisanej powyzej.

A =13, 6); (4 5); (4,6); (5 4) (5 5) (5, 6); (6, 3); (6, 4); (6,5); (6, 6)}

|Q| = 36 Liczymy wszystkie zdarzenia przestrzeni zdarzen Obliczamy prawdopodobieinstwo zdarze-
elementarnych oraz zdarzenia losowego i zapisuje- nia A ze wzoru:
my moce obu zbioréw. |A| 10 5
Al =10 P(A)= ==
Q 36 18

19.4 Flementy kombinatoryki (zasada mnozenia, permutacje, wariacje bez powtorzen.,

wariacje z powtdrzeniami). UWAGA! Oprocz pierwszego wzoru dla zasady mnozenia (niebieska ram-
ka), wszystkie wzory znajdziemy w tablicach matematycznych.

Omoéwimy tutaj cztery podstawowe ,,narzedzia” wykorzystywane do obliczania liczby elementdéw
zbioru (mocy zdarzen), ktore stosujemy, gdy liczba elementow zbioru jest bardzo duza i wypisywanie
ich wszystkich, tak jak robiliémy to w prostych przypadkach (poprzedni podrozdziat), zajetoby nam
stanowczo zbyt duzo czasu.

Pierwsza z opisanych metod (zasada mnozenia) jest uniwersalna i moze zastapi¢ pozostate trzy.

s Zasada mnoZenia
Stosujemy ja, gdy zdarzenie jest ciggiem kilku elementdw (liczb, liter itp.), a kazdy element losujemy
z konkretnego zbioru. Liczbg elementow konkretnego zbioru oznaczamy literg k.
Przyklad: Trzyelementowy kod sktada si¢ z dwoch cyfr (od 1 do 9) oraz litery alfabetu (sposrod liter:
ABCD). Obliczymy liczbg wszystkich kombinacji jakie mozemy uzyskac.
Liczba elementéw w ciggu wynosi 3:
- pierwszy i drugi wybieramy sposrod 9 cyfr: k; = 9; k, =9;
- trzeci wybieramy ze zbioru 4 liter: k; = 4.

Liczba wszystkich kombinacji jest iloczynem liczb elementéw wszystkich zbiorow: k1 -k2 -k3

k, -k, -k, =9-9-4=324
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s Permutacje
Mamy z nimi do czynienia, gdy okreslamy liczbe wszystkich ciggéw, jakie mozemy utworzy¢ ze
wszystkich elementéw danego zbioru, ktorego liczbe elementéw oznaczamy n.
Przyktad: Mamy 8 r6znokolorowych (niebieskie, biale, czarne, czerwone, zielone, zotte, fioletowe i
pomaranczowe) pudetek w szeregu. Okreslimy ile istniej mozliwosci ustawienia pudetek.
Liczba elementéw zbioru, z ktérego tworzymy cigg wynosi 8: n=8
Liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych (liczbe permutacji) obliczamy ze wzoru:

n! czytaj: n siinia.  Silnia jest dziataniem, ktérego wynikiem jest iloczyn liczb catkowitych od liczby

1, do danej liczby: n!=1-2-3-...-n. Dla rozpatrywanego przykladu:
n!=8!=1.-2-3-4.5-6-7-8=40320

s Wariacje bez powtdrzen
Z wariacja bez powtorzen mamy do czynienia, gdy tworzymy ciag z elementéw danego zbioru, ale
cigg nie musi skladac si¢ ze wszystkich elementow zbioru. Przyktadowo w zbiorze moze znajdowaé
si¢ dziesie¢ elementow, a powstaly cigg jest trzyelementowy. Zwrot ,,bez powtdrzen” oznacza, ze
zaden element w powstatym ciggu nie moze si¢ powtarza¢. W przypadku losowania kolejnych ele-
mentdéw ciggu, element juz wylosowany nie wraca do puli i nie moze zosta¢ wylosowany ponownie
(jest to tzw. losowanie bez zwracania). Liczbe elementow zbioru oznaczamy literg n. Liczbe elemen-
tow wariacji (powstalego ciggu) oznaczamy literg k.
Przyktad: Kazdemu pracownikowi przydzielony jest trzycyfrowy kod identyfikacyjny ztozony z cyfr
od 1 do 9, przy czym zadna cyfra w kodzie nie moze si¢ powtarzac.

Liczba elementéw zbioru, z ktorego losujemy elementy ciggu wynosi 9 (mamy 9 cyfr): n =9

Liczba elementéw ciagu wynosi 3 (kod zawiera 3 cyfry): k=3

Liczbe wszystkich mozliwych wariacji bez powtorzen obliczamy ze wzoru:

« nl
" (n-k)!
Dla przyktadu:
0! 0! UWAGA: Majac do wykonania powyzsze dziatanie, nie obliczajmy od razu silni z liczb w liczniku i
93 - mianowniku. Najpierw powinni$my uprosci¢ dane wyrazenie (moze si¢ to okaza¢ niezbgdne — dla zbyt
(9 — 3)' 6! duzych liczb wynik dziatania ,,silni” nie zmiesci si¢ na ekranie kalkulatora). W tym celu silni¢ wigkszej
liczby (9!) rozktadamy na silni¢ mniejszej liczby (6!) oraz iloczyn odpowiednich liczb: 9! =6!-7-8 -9
= | 1.7.8.
Q:V; :22w27.8.9:504 www.matematykam.pl
6! 6!

% Wariacje 7 powtorzeniami
Wzbr na wariacj¢ z powtdrzeniami stosujemy w takich przypadkach jak wariacj¢ bez powtorzen, z ta
roznica, ze poszczegolne elementy w ciggu moga si¢ powtarzac.
Liczbe wszystkich mozliwych wariacji z powtérzeniami obliczamy ze wzoru:

kK _ .k
W' =n

19.5 Drzewa zdarzen

W przypadku drzew zdarzen bgdziemy oblicza¢ prawdopodobienstwa mniejszych zdarzen, sktadaja-
cych si¢ na przestrzen zdarzen elementarnych, a nastgpnie bgdziemy wykonywac dziatania na tych
prawdopodobienstwach. Podstawowym warunkiem jest wystapienie przynajmniej dwoch losowan
(np: losujemy trzy bile z siedmiu itp.). Nie moze takze by¢ ich zbyt duzo (najlepiej nie wigcej niz
trzy). Wspomniane wcze$niej ,,mniejsze zdarzenie” to jedno losowanie lub jeden wybor.

Przyktad: Rzucamy trzy razy czworoscienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wypadnigcia
doktadnie dwoch czworek.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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UWAGA. To jak szczegdtowe bedzie nasze drzewko wy:
czworoscienng kostke, a wiec mozliwe wyniki w jednym

KROK L
Rysujemy drzewko dla wszystkich rzu-
tow/losowan.
Irzut
N4

/\[I rzut
4 N4 4 N4
/\ /\ /\ /\ III rzut
4 N4 4 N4 4 N4 4 N4

KROK III.

Ustalamy ktore ,,drogi” spelniaja opisane w za-
daniu zdarzenie losowe. Jedna konkretna ,,droga”
wiedzie od punktu startu, do wyniku ostatniego

rzutu/losowania.
(.}

1 3
4 4
4 N4
1 3 1 3
4 4 4 4
4 N4 4 N4
tfiz iz 1 fis 1fAs
4/ \4 4/ \4 4/ \4 4/ \4
4 M 4 N4 4 ™ 4 N4

19.6 Wlasno$ci prawdopodobienstwa

nika z warunku zdarzenia losowego. Wprawdzie mamy

rzucie to: 1, 2, 3, 4, ale warunkiem jest uzyskanie
dwobch czworek. Nie interesuje nas jaka liczba oczek wypadnie, gdy nie wypadnie czwoérka. Dlatego kazde lo-
sowanie rozpatrujemy pod katem: ,,czworka” (4) lub ,,nie czworka” (N4).

I KROK II.

: Zapisujemy prawdopodobienstwo ,,mniejszych
poszczegdlnych gateziach.

| zdarzen” na

: Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia loso-
I wego zgodnie z zasada:

: P(A) =iloczyn prawdopodobienstw jednej

| »drogi” + iloczyn prawdopodobienstw drugiej
: + iloczyn prawdopodobienstw trzeciej .

|
444444 443
pAy= S+ 3 39

+—+—=—
64 64 64 64

www.matematykam.pl

e Wilasnosci prawdopodobienstwa

P(Q) =1
P(J)=0
P(A)<P(B) gdy AcBcQ

() - zdarzenie pewne

*P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANn
P(AUB)<P(A)+P(B),dladowo

WZORY z tablic matematycznych (RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA):

0 < P(A) <1 dlakazdego zdarzenia A < Q)

& - zdarzenie niemozliwe (pusty podzbior £2)

*x P(A') =1-P(A), gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

B), dla dowolnych zdarzen A,B < Q)
Inych zdarzen A,Bc Q

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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/

% Objasnienia
Zdarzenie pewne zachodzi, gdy spetnia je kazde zdarzenie z przestrzeni wszystkich zdarzen (Q), wiec
liczba zdarzen elementarnych zdarzenia losowego jest rowna liczbie wszystkich zdarzen, stad praw-
dopodobienstwo wynosi 1. Przyktad: Zdarzenie polegajace na uzyskaniu jakiejkolwiek liczby oczek
(1,2, 3, 4,5, 6) podczas rzutu kostka.
Zdarzenie niemozliwe zachodzi, gdy nie ma zadnego zdarzenia elementarnego, ktore je spetnia i jego
prawdopodobienstwo wynosi 0. Przyktad: Zdarzenie polegajace na otrzymaniu siedmiu oczek, pod-
czas rzutu jedna kostka.
Zdarzenia przeciwne (A 1 A’), to zdarzenia, ktére si¢ wzajemnie ,,uzupetniaja” tworzac calg przestrzen
zdarzen elementarnych, ale nie majg elementow wspolnych. Przyktad: Jezeli rzucamy kostkg i zdarze-
nie A polega na wyrzuceniu 2 lub 3, to zdarzenie przeciwne A’ bedzie polegato na wyrzuceniu
wszystkich pozostatych liczb: 1, 4, 5, 6.
Czes¢é wspolna zdarzen (A M B) - jej okreslanie zachodzi na tej samej zasadzie, jak ustalanie czgsci
wspolnej innych zbiorow (podrozdziat 4.3).

s Wykorzystanie wzorow

Interesuja nas gtéwnie wzory, ktore oznaczyliSmy gwiazdka. Ich wykorzystanie przedstawimy na

przyktadzie: Oblicz prawdopodobienstwo czgsci wspolnej zdarzen losowych A i B jezeli:

3 1 1
P(A')==, P(B)=—, P(AUB)=—
(A") 1 (B) 3 ( ) 2
Rozwigzanie:
P(A e B) =9 : Podstawiamy do wzoru na prawdopodobienstwo sumy
| zdarzen znane wartosci i rozwigzujemy otrzymane
Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo czesci wspélnej zda- | réwnanie.
rzen losowych. Mozemy wykorzysta¢ wzér na prawdopodo-|
bienstwo sumy zdarzen: | l =l+l—P(AﬁB)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) | 2 43
! 1 1 1
Brakuje nam wartosci P(A), ale znamy wartosc¢ P(A’), I P(A M B) =—4+———
mozemy wiec wykorzysta¢ wzor: | 4 3 2
' 3 4 6
P(A")=1-P(A) | PANB)= T4 -
. | 12712 12
P(A)=1-P(A")=1-——=— | P(ANB)=—
4 4 , ( ) 12
20. STATYSTYKA

www.matematykam.pl

20.1 Dane statystyczne i sposoby ich prezentacji

/

s Dane statystyczne

Dane statystyczne gromadzi si¢ dla danej grupy (ludzi, zdarzen itp.) i danego kryterium. Przy-
ktad: Zgromadzono dane o semestralnej ocenie z matematyki w grupie 20 uczniéw. Sa one nastgpuja-
ce:2,2,5,3,4,5,6,2,3,4,3,3,2,4,5,6,4,4,6,2.

- mamy tutaj jedna grupe (tutaj uczniow): 20,

- kryterium jest uzyskana ocena.

W przyktadzie przedstawionym powyzej zebrane dane nie s3 w zaden sposob ,,posegregowane”. Za-
nim przystapimy do jakichkolwiek obliczen statystycznych, ktore przedstawimy w nastgpnym podroz-
dziale, musimy je uszeregowac (od najmniejszej wartosci, do najwickszej). Dla przyktadu:
2,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,6,6,6.
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s Sposoby prezentacji danych
Tabela Diagram stupkowy
Tu takze wyniki musza by¢ zgrupowane dla

tych samych wartosci. Dla rozpatrywanego

Zapisujac dane w tabeli, grupujemy te same
wyniki. Dla rozpatrywanego przyktadu, tabela

bedzie nastepujaca: przyktadu:
Liczba ucznidw
ocena 2 3 4 5 6

6

liczba

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 5
.. 5 4 5 3 3 |
uczniow |
| 4
|
| 3
|
: 2
|
| 1
|
' Q
|
' 2 3 4 5 &

20.2 Parametry danych statystycznych (Srednia arvtmetyczna, Srednia wazona, media-

na, wariancja i odchylenie standardowe, moda. rozstep)

ocena

WZORY z tablic matematycznych (STATYSTYKA):
e Srednia arytmetyczna 7 liczb ai, az, ..., a, jest rtbwna:

a, +a,+..+a,

a=
n

e Srednia wazona liczb ay, ay, ..., a,, ktorym przypisano odpowiednie dodatnie

wagi Wi, Wa,..., W3 jest rowna:

W, -a, +w,-a, +...+WwW, -a, www.matematykam.pl

a=
W+ W, o+ W,

e Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych
aj<ay<az<... <a,jest

- dla n nieparzystych A . (srodkowy wyraz ciagu)
2
1
- dla n parzystych: 5 a n +a n ($rednia arytmetyczna srodkowych wyrazow ciggu)
2 2
e Wariancja i odchylenie standardowe
Wariancja n danych liczbowych ay, a,, ..., a, o $redniej arytmetycznej a jest liczba:

, (a,—a) +(a,-a) +..+(a, —a)" a’ +al+..+a _(a)
n n

(&)

Odchylenie standardowe O jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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s Wpykorzystanie wzorow na srednig arytmetyczng, mediang, wariancje i odchylenie standardowe,
przedstawimy na jednym przyktadzie:

W tabeli zebrane sg wyniki ankiety, przeprowadzonej w dziesigcioosobowej grupie. Ankietowani od-

powiadali na pytanie ile razy w roku wyjezdzaja na wakacje:

liczba 1 ) 3 Gdybys$my zapisali wyniki ankiety w szeregu niemalejacym:
wyjazdow 1,1, 1,1,1, 2, 2,2, 2,3
liczba 5 4 1 a a a; a4 as A A7 ag Ay ajp
ankietowanych

Srednia arytmetyczna

UWAGA: Zgodnie ze wzorem powinni§my dodawac¢ osobno wszystkie wyniki, a nastepnie podzieli¢ sume przez
liczbg ankietowanych. Nie musimy jednak dodawa¢ kazdego wyniku osobno, szczegdlnie gdy sg one ,,zgrupo-
wane” w tabeli lub na wykresie stupkowym. Przyktadowo: mamy pi¢¢ wynikéw: 1 - nie musimy osobno doda-
waé: 1+1+1+1+1, ale mozemy wspomoc si¢ mnozeniem: 5-1.

1-5+4-2+3 5+8+3 —E—l
10 10 10

a=

b
Mediana
Warto$¢ mediany ustalamy inaczej, gdy liczba wynikow jest parzysta lub nieparzysta. Gdy jest niepa-

rzysta, mediang jest Srodkowy wyraz d . Przyktadowo: gdybysmy mieli 11 ankietowanych, $rod-

2
kowym wyrazem, bylby wyraz szosty: a,,,, =a,, =a,. Tu mamy parzysta liczb¢ wyrazow (10), a
2 2
wigc obliczamy mediang, za pomocg wzoru:
1 1 1 1
Tl ap ta =—(a;+a,)=—-(1+2)=—--3=15 www.matematykam.pl
O R LR yame

Podstawiamy wartos¢ piatego
i sz6steao wvrazu.

Wariancja i odchylenie standardowe
UWAGA: Tu takze, tak jak w przypadku $redniej arytmetycznej, nie musimy zapisywaé kazdego wyrazu osob-
no, ale mozemy ,,grupowac” wyrazy o tej samej wartosci.

W celu obliczenia wariancji korzystamy z drugiej ,,wersji” wzoru:
2 2 2
@y 5-(1) +4-(2)" +3 30
a) = —

2 2 2
G ditateta, 1’62:E_2’56:3_2’56:0’44

10
Odchylenie standardowe otrzymamy pierwiastkujac wartos¢ wariancji:
2
o’ =044
c~0,663

% Srednia wazona
Mamy z nig do czynienia, gdy poszczegolne wartosci majg swoje wagi.
Przyktad: uczen w ciagu semestru otrzymat oceny zebrane w tabeli, przy czym waga sprawdzianu
wynosi 3, kartkowki 2, a zadania domowego 1.

sprawdziany: kartkowki: Z.D.
4 | 3 4 | 5 | 5 5

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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- 3:443:3+2.442.542.5+15 54
3+34+24242+1 13

* Moda i rozstep

Nie znajdziemy informacji o tych dwoch parametrach w tablicach matematycznych, ale powinniSmy je
znac.

Moda (zwana rowniez wartoscig modalng lub dominantg) jest to wartos¢, ktora w zebranych danych
statystycznych pojawia si¢ najczesciej. Oznaczamy ja symbolem D.

Przyktad: W przeprowadzonej ankiecie, na pytanie dotyczace liczby rodzenstwa, pi¢tnastu ankietowa-
nych, uzyskano dane: 2,2,1,0,3,4,1,1,0,2,3, 1, 1, 1, 2.

Po uszeregowaniu danych: 0,0, 1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,3, 3, 4.

Wsrod zgromadzonych danych wielko$cia, ktora pojawia si¢ najczesciej jest liczba 1: D=1

Gdy mamy kilka wielkosci, ktore pojawiajg si¢ z tg sama, najwigksza liczbg razy, mamy do czynienia
z kilkoma dominantami.

Przyktad: W tabeli przedstawiono wyniki egzaminu dla 100 studentow:

ocena 2 3 3,5 4 4.5 5
liczba studentow 22 25 12 25 10 6

Najwiecej studentdéw (25) otrzymato oceng 3 i tyle samo studentéw otrzymato oceng 4. Mamy do czy-

nienia z dwoma dominantami: D, =3, D, =4
www.matematykam.pl
Gdy wszystkie wartosci pojawiajg si¢ rownie czesto, wtedy nie ma dominanty.

Przyktad: W dwunastu wybranych domach jednorodzinnych policzono liczbe pokoi i otrzymano wy-
niki: 3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6, 0.

Wszystkie otrzymane wyniki powtarzajg si¢ rownie czesto (po cztery razy), dlatego zapisujemy:
Brak dominanty

Rozstep przedstawia jak duzy jest zakres wartosci danych. Obliczamy go odejmujac od najwickszej
warto$ci najmniejsza.

R = amax - amin

Rozstep dla przedstawionego powyzej przyktadu (tabela — oceny w grupie 100 studentéw) wynosi:

R:amax_amin :5_2:3

Autorka: Agnieszka Jedruszek
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